No anul·lació de funcions L en valors crítics i resultats d'equidistribució en aritmètica by Arazo Marín, David
Títol: No anul·lació de funcions L en valors crítics i 
resultats d'equidistribució en aritmètica 
Autor: David Arazo Marin 
Director: Victor Rotger Cerdà 





1 Teoremes de Dirichlet i Chebotarev 5
1.1 Conceptes previs en aritme`tica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.1.1 Extensions de Galois . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2 Teorema dels nombres primers de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3 Teorema de densitat de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.4 Teorema de densitat de Chebotarev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2 Teoria de Serre 23
2.1 Funcions L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2 Aplicacio´ al Teorema de Chebotarev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3 La conjectura de Sato-Tate 33
3.1 Preliminars sobre corbes el·l´ıptiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2 Equidistribucio´ de Frobenii en corbes el·l´ıptiques . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.3 Corbes el·l´ıptiques amb CM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.4 Corbes el·l´ıptiques sense CM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.5 La demostracio´ de Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4 Sato-Tate en ge`neres superiors 53
4.1 Preliminars sobre corbes algebraiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
1
2 I´NDEX
4.2 Corbes de ge`nere superior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5 Corbes de ge`nere 2 63
5.1 Reinterpretacio´ de Sato-Tate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
5.2 Resultats nume`rics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
5.2.1 Ca`lcul de la distribucio´ de corbes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
5.2.2 Ca`lcul de la distribucio´ de corbes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
5.3 Depende`ncia de l’anell d’endomorfismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
6 Conclusions 77
Introduccio´
La teoria de nombres e´s una de les branques de la matema`tica que me´s s’ha desenvolupat en
els darrers anys. El resultat me´s famo´s e´s segurament l’u´ltim teorema de Fermat. Andrew
Wiles va publicar l’any 1995 la demostracio´ del teorema de la modularitat per algunes corbes
el.l´ıptiques el que va permetre, utilitzant el teorema de Ribet, demostrar l’u´ltim teorema de
Fermat.
Menys coneguda e´s la conjectura de Sato-Tate, resolta l’any 2006 per Richard Taylor, con-
juntament amb altres matema`tics. A me´s els resultats presentats per Taylor generalitzaven,
en cert sentit, el teorema de la modularitat.
Podem interpretar la conjectura de Sato-Tate com un teorema de distribucio´ en l’a-
ritme`tica. Els teoremes de distribucio´ en aritme`tica es poden interpretar com de la segu¨ent
manera. Associem a cada nombre primer p un valor xp en un conjunt X i ens preguntem per
la distribucio´ en X dels valors xp al fer variar p.
Per tal de presentar la conjectura de Sato-Tate e´s interessant presentar primer altres teo-
remes de distribucio´ en aritme`tica, el teorema de densitat de Dirichlet i la seva generalitzacio´
com el teorema de Chebotarev. Presentarem i demostrarem aquests dos teoremes tot desen-
volupant els conceptes ba`sics de la teoria de nombres algebraica.
La conjectura de Sato-Tate e´s un resultat de distribucio´ en aritme`tica sobre corbes el-
l´ıptiques. Presentarem aquesta conjectura a partir de la teoria de Serre, la qual ens permet
trobar un model comu´ pel teorema de Chebotarev i la conjectura de Sato-Tate. La demostracio´
de la conjectura de Sato-Tate utilitza te`cniques avanc¸ades en teoria de nombres, i queda fora
de l’abast del treball. Tot i aixo` descriurem un esquema de la demostracio´ deixant de banda
les definicions i resultats te`cnics.
Utilitzant la teoria de Serre generalitzarem la conjectura de Sato-Tate a corbes de ge`nere
arbitrari, obtenint la conjectura de Sato-Tate generalitzada. La conjectura generalitzada e´s
encara un problema obert i no s’han obtinguts resultats teo`rics importants.
A partir de ca`lculs nume`rics es suggereix en [10] una classificacio´ per solucionar la con-
jectura de Sato-Tate per corbes de ge`nere 2. Presentarem els resultats obtinguts en [10] i
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posteriorment centrarem l’intere`s en l’estudi d’una corba D amb QM definida en [2]. Els re-
sultats nume`rics realitzats per la corba D, amb el suport d’Andrew Sutherland, ens permetran
millorar la classificacio´ proposada en [10]. Estudiant les corbes utilitzades en [10] i la corba
D proposarem com podem obtenir una classificacio´ me´s complerta.
Cap´ıtol 1
Teoremes de Dirichlet i Chebotarev
El primer objectiu del treball e´s presentar els teoremes de densitat de Dirichlet i de Chebota-
rev, tot donant-ne la demostracio´.
Per fer-ho, introdu¨ım primer les definicions i resultats principals necessaris per poder
desenvolupar la teoria, i demostrem el teorema dels nombres primers de Dirichlet. Aquest te-
orema es pot interpretar com el primer resultat ba`sic d’equidistribucio´, i ens servira` d’esquema
inicial. Els resultats exposats es poden consultar a [19].
1.1 Conceptes previs en aritme`tica
Direm que un cos K e´s un cos de nombres si e´s una extensio´ finita, i per tant algebraica, de
Q. Sigui K un cos de nombres. Definim els enters de K com els elements de K que so´n arrel
d’algun polinomi mo`nic amb quoficients a Z. El conjunt de tots els enters de K formen un
subanell de K, que definim com l’anell d’enters de K i denotem OK .
Les propietats principals de OK es dedueixen a partir del conjunt dels seus ideals. El
segu¨ent teorema e´s un dels teoremes centrals ([19, C. 1, Teorema 3.3]).
Teorema 1.1.1. Sigui K un cos de nombres. Per a tot ideal propi no trivial a de OK existeix
una factoritzacio´
a = p1 · · · pr
en ideals primers de OK , que e´s u´nica llevat de l’ordre dels factors.
Aquest teorema pot interpretar-se com una forma de factoritzacio´ u´nica. El conjunt d’ide-
als de OK no te´ pero` estructura de grup. Per dotar-lo d’aquesta estructura, ampliem aquest
concepte tot definint els ideals fraccionaris de K com els OK-submo`duls de K finitament
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generats. Equivalentment, a e´s un ideal fraccionari si existeix un element c ∈ OK tal que
ca ⊆ OK e´s un ideal de OK .
Definim JK com el conjunt d’ideals fraccionaris de K. Sovint cometrem un abu´s de
llenguatge i ens referirem als ideals fraccionaris de K simplement com ideals de K. Quan aix´ı
ho fem, els ideals de OK els anomenarem ideals enters de K.
D’aquesta manera, obtenim que el conjunt JK te´ una estructura natural de grup abelia`,
on l’invers d’un ideal a es defineix com
a−1 = {x ∈ K|xa ∈ O}.
Sigui PK el subgrup de JK format pels ideals fraccionaris principals de K, e´s a dir, els
ideals de la forma (a) = aOK on a ∈ K∗. El grup quocient
ClK = JK/PK
s’anomena el grup de classes d’ideals de K.
Teorema 1.1.2. [19, C. 1, Teorema 6.3] El grup ClK de classes d’ideals d’un cos de nombres
K e´s finit.
Per tant te´ sentit definir hK , el nombre de classes d’ideals de K, com el cardinal de ClK .
Definim la norma d’un ideal a de OK com N(a) = (OK : a), el qual e´s sempre finit si a e´s
un ideal no nul. Per a ideals principals obtenim que N((a)) = |NK|Q(a)|. A me´s es compleix
la propietat
N(ab) = N(a)N(b).
Sigui L|K una extensio´ finita de grau n. Prenem P un ideal primer de OL. Llavors
P ∩OK = p e´s un ideal primer de OK i direm que P esta` sobre de l’ideal p o que P divideix
a p, i ho denotarem P|p.
Definim el cos residual de p com
κ(p) := OK/p.
Aix´ı, el cos residual de P e´s κ(P) = OL/P i κ(P) e´s un extensio´ finita de grau f , per
algun f ≥ 1, del cos κ(p). Segons aquestes definicions, obtenim que #κ(p) = N(p) i per tant
N(P) = N(p)f .
Per el Teorema 1.1.1 de factoritzacio´ u´nica anterior, tenim que tot ideal primer p de K
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descomposa de manera u´nica com
pOL = Pe11 · · ·Perr
on cada Pi e´s un ideal primer de L, coprimer amb la resta de Pj .
Definicio´ 1.1.3. L’exponent ei s’anomena l’´ındex de ramificacio´ de Pi i el grau fi de l’ex-
tensio´ de cossos κ(Pi)|κ(p) s’anomena el grau d’ine`rcia de Pi.
Es compleix la segu¨ent igualtat fonamental.
Proposicio´ 1.1.4. [19, C. 1, Prop. 8.2] Sigui L|K una extensio´ finita de grau n. Mantenint




Definicio´ 1.1.5. Sigui p un primer de K i sigui L/K una extensio´ finita de grau n.
• Si r = n, i per tant ei = fi = 1, direm que p descomposa totalment.
• Si r = 1, i per tant nome´s hi ha un ideal P sobre p, direm que p no descomposa o que
e´s inert.
• Direm que Pi e´s no ramificat sobre K si ei = 1. En cas contrari direm que e´s ramificat,
i totalment ramificat si fi = 1. Direm que l’ideal p e´s no ramificat si tots els Pi sobre
p so´n no ramificats. En cas contrari direm que p e´s ramificat.
Per la Proposicio´ 8.4 del cap´ıtol 1 de [19], sabem que nome´s hi ha un nombre finit de
primers de K ramificats en L.
1.1.1 Extensions de Galois
Suposem ara que l’extensio´ L|K e´s de Galois.








Sigui p un primer de K. El grup de Galois G = Gal(L|K) actua transitivament en el
conjunt de primers de L que divideixen p (cf. [19, C. 1, Teorema 9.1]).
Per tant, fixat un primer P|p de L, tots els primers sobre p so´n de la forma σP. Els
primers σP s’anomenen els primers conjugats de P. Sota aquestes hipo`tesis obtenim doncs
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que l’´ındex de ramificacio´ i el grau d’ine`rcia e´s igual per a tots els primers conjugats i per
tant depenen nome´s de p.
Per tant la igualtat fonamental anterior s’escriu com
ref = n
on e = ei i f = fi, per a tot i.
Veiem com actua el grup de Galois sobre els primers de L.
Definicio´ 1.1.7. Sigui P un primer de L. El grup de descomposicio´ de P sobre K e´s el
subgrup de G
GP = {σ ∈ G|σP = P}.
Observem que GP no e´s en general un subgrup normal de G perque`
GσP = σGPσ
−1.
Si σ recorre les classes laterals de G/GP, aleshores el conjunt de primers {σP}σ e´s el
conjunt de primers de L que divideixen p. E´s a dir, es compleix r = (G : GP) i podem







Per tant, que p descomposi totalment o be´ sigui inert, so´n propietats de l’ideal que es
poden llegir en l’´ındex (G : GP).
Donat σ ∈ Gp, podem introduir de manera natural l’endomorfisme
σ¯ : O/P −→ O/P
a mod P 7→ σa mod P
Aquesta definicio´ ens permet construir el homomorfisme
piP : GP −→ G (κ(P)|κ(p))
σ 7→ σ¯
Segons [19, C.1, Teorema 9.4], aquesta aplicacio´ e´s exhaustiva.
Definicio´ 1.1.8. El grup d’ine`rcia IP de P sobre K e´s el nucli de piP.
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Per tant GP/IP ∼= G (κ(P)|κ(p)) i obtenim la successio´ exacta
1→ IP → GP → G (κ(P)|κ(p))→ 1.
Segons aquestes definicions, es compleix que #IP = e i (GP : IP) = f .
Per tant, si el primer p no e´s ramificat, piP indueix un isomorfisme
GP ' G (κ(P)|κ(p)) .
El grup G (κ(P)|κ(p)) e´s c´ıclic d’ordre f , generat per l’automorfisme de Frobenius.
Segons l’isomorfisme anterior, podem trobar una u´nica antiimatge ϕP en GP.











esta` caracteritzat com l’u´nic element ϕP ∈ G que compleix
ϕP(a) ≡ aN(p) mod P ∀a ∈ OL.
1.2 Teorema dels nombres primers de Dirichlet
Comencem demostrant el teorema dels nombres primers de Dirichlet, que ens serveix com una
primera aproximacio´ als teoremes de densitat posteriors.
Teorema 1.2.1 (Teorema dels nombres primers de Dirichlet). Siguin a i m dos nombres
enters amb (a,m) = 1. Llavors existeixen infinits primers p tals que p ≡ a mod m.
En altres paraules, la classe de a mo`dul m conte´ infinits primers.
La demostracio´ es fonamenta en la teoria de funcions Zeta i L-se`ries, que es pot consultar
a [19], i introdu¨ım breument a continuacio´.
Sigui χ un cara`cter de Dirichlet mo`dul m, e´s a dir, un homomorfisme
χ : (Z/mZ)∗ → S1.
Estenem el cara`cter χ al grup additiu dels nombres enters Z, tot definint χ(n) = χ(n
mod m) si (n,m) = 1 i χ(n) = 0 altrament. Quan escrivim χ entendrem que ens referim
indistintament, tot cometent un abu´s de llenguatge, al cara`cter de (Z/mZ)∗ o al cara`cter de
Z.
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El cara`cter definit per χ(Z/mZ) = 1 s’anomena el cara`cter trivial mo`dul m, i el denotarem
χ0 sempre i quan el mo`dul m sigui clar en el context.











on s pren valors complexes i el productori e´s respecte tots els primers p.
Per <(s) > 1, la se`rie anterior e´s convergent i defineix una funcio´ holomorfa en aquest
domini (cf. [19, C.7, Teorema 1.1].
Segons la notacio´ anterior, prenent m = 1, l’u´nic cara`cter mo`dul m e´s el cara`cter trivial











Presentem a continuacio´ el principi de Mellin. Es tracta d’un procediment cla`ssic, emprat
per estendre la funcio´ zeta de Riemann a una funcio´ meromorfa en tot el pla complex, i que
tambe´ ens permet estendre altres se`ries L, com ara les associades a cara`cters de Dirichlet.
A me´s, aquest resultat tambe´ permet calcular els pols de la funcio´ meromorfa resultant.
Considerem una funcio´ cont´ınua f : R+ → C, on R+ denota el grup multiplicatiu dels
nombres reals positius.
Definicio´ 1.2.3. Definim la transformada de Mellin de f com





en cas que f(∞) = limy→∞ f(y) i la integral existeixin.
Teorema 1.2.4 (Principi de Mellin). Siguin f, g : R+ → C funcions cont´ınues tal que
f(y) = a0 +O(e
−cyα), f(y) = b0 +O(e−cy
α
),







per algun real positiu k i un nombre complex C. Llavors es compleix:
(i) Les transformades de Mellin L(f ; s) i L(g; s) defineixen funcions holomorfes per <(s) > k.
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A me´s es poden estendre a funcions holomorfes a C \ {0, k}.
(ii) Les transformades de Mellin poden tenir pols simples en s = 0 i s = k. Els residus en
aquests punts es poden calcular com
Res
s=0
L(f ; s) = −a0, Res
s=k
L(f ; s) = Cb0,
Res
s=0
L(g; s) = −b0, Res
s=k
L(g; s) = C−1a0.
Cal remarcar que si el residu en un d’aquests punts e´s zero llavors la funcio´ e´s holomorfa
en aquest punt.
(iii) Es satisfa` l’equacio´ funcional
L(f ; s) = CL(g; k − s)
Podem consultar la demostracio´ d’aquest teorema a [19, C. 7].
El teorema 1.2.4 es pot aplicar a les L-se`ries de Dirichlet. Per fer-ho, caldria introduir la
teoria de funcions theta, que no introduirem en aquest treball per motius d’espai.
Per als nostres objectius, basta comentar aqu´ı que les L-se`ries associades a cara`cters de
Dirichlet es poden expressar com la transformada de Mellin de funcions theta, fet que permet
obtenir la seva prolongacio´ al pla complex.
Me´s precisament, obtenim que les L-se`ries associades a un cara`cter de Dirichlet no trivial
de mo`dul m > 1 estenen a funcions enteres en tot el pla complex C.
Pel que fa als cara`cters trivials, s’obte´ que les funcions L associades tenen un u´nic pol
simple en s = 1, com e´s el cas per exemple de la funcio´ zeta de Riemann.
El segu¨ent resultat, aparentment intranscendent, e´s el resultat que ens cal per demostrar
el Teorema dels nombres primers de Dirichlet.
Proposicio´ 1.2.5. Per tot cara`cter de Dirichlet no trivial χ es compleix
L(χ, 1) 6= 0.
Per a demostrar aquest resultat ens cal la segu¨ent definicio´.











on el sumatori varia sobre els ideals enters no trivials de K, i el productori es realitza sobre
els ideals primers de K.
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Utilitzant el principi de Mellin 1.2.4, s’obte´ de nou que la funcio´ ζK(s) admet una conti-
nuacio´ meromorfa a tot el pla complex amb un u´nic pol simple en s = 1. Observem que la
funcio´ zeta de Riemann es recupera de nou com la funcio´ zeta de Dedekind de Q.
Segons aquestes definicions, es compleix la segu¨ent igualtat entre L-se`ries.






on el productori e´s respecte els cara`cters de Dirichlet mo`dul m i G(s) =
∏
p|m (1−N(p)−s)−1
on p|m indica el productori respecte els primers en la factoritzacio´ de mOK .
Demostracio´. Per demostrar aquesta igualtat utilitzem els resultats sobre factoritzacio´ de
primers en cossos cicloto`mics. Fixem un primer p. Descomposem l’ideal (p) com p = p1 · · · pr
i considerem f el grau d’ine`rcia de pi, e´s a dir, N(pi) = p
f . Llavors pels primers sobre p la
funcio´ ζK(s) conte´ els factors ∏
p|p
(1−N(p)−s)−1 = (1− pfs)−r.
Per altra banda, els factor del productori de les L-se`ries de Dirichlet e´s
∏
χ(1−χ(p)p−s)−1.
Si p|m llavors χ(p) = 0 i el factor de ζK(s) e´s un factor de G(s). Suposem doncs p - m. Podem
comprovar que χ(p) e´s una arrel f -e`ssima de la unitat i que per cada arrel f -e`ssima ζ ∈ µf





(1− ζp−s)−r = (1− pfs)−r.
Fent el productori sobre tots els primers p obtenim la fo´rmula enunciada.
Veiem com demostrar la proposicio´ 1.2.5.
Demostracio´. (Proposicio´ 1.2.5) Clarament G(s) no te´ cap pol en s = 1. A me´s, de la relacio´
L(χ0, s) =
∏
p|m(1 − p−s)ζ(s) dedu¨ım que L(χ0, s) tambe´ te´ un pol simple a s = 1 ja que
ζ(s) en te´. Recordem que ζ(s) i ζK(s) tenen un pol simple a s = 1 i que L(χ, s) so´n funcions
holomorfes en s = 1. Per tant, a causa de la proposicio´ 1.2.7, s’ha de complir que L(χ, 1) 6= 0
per tots els cara`cters no trivials χ, com vol´ıem veure.
Aquest resultat, purament anal´ıtic, e´s la clau per a demostrar el teorema dels nombres
primers de Dirichlet.
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Demostracio´. (Teorema 1.2.1 dels nombres primers de Dirichlet)
Considerem χ un cara`cter de Dirichlet mo`dul m. Per a <(s) > 1 podem calcular el
logaritme de L(χ, s) com























e´s holomorfa per <(s) > 1/2.
Multiplicant per χ(a−1) i sumant per tots els cara`cters mo`dul m obtenim
∑
χ



























−1)gχ(s) e´s holomorfa per <(s) > 1/2 ja que totes les gχ(s) ho eren. Tambe´




0 si a 6≡ b mod p
ϕ(m) si a ≡ b mod p
Tal i com hem vist a la proposicio´ 1.2.5, L(χ, 1) 6= 0 si χ 6= χ0 i per tant logL(χ, 1) esta` fitat
per χ 6= χ0. Per a χ0, logL(χ0, s) e´s no acotat quan s → 1. Per tant, ∑χ χ(a−1) logL(χ, s)
tambe´ e´s no acotat quan s → 1 i com que g(s) e´s holomorfa en s = 1 obtenim que el
sumatori sobre p ≡ a(m) ha de tenir infinits termes. Per tant hi ha infinits primers p complint
p ≡ a(m).
1.3 Teorema de densitat de Dirichlet
El teorema presentat dona una idea de la distribucio´ dels nombres primers mo`dul un nombre
m. Ens interessa, pero`, cone`ixer quina e´s la distribucio´ dels nombres primers respecte cada
classe de congrue`ncia mo`dul m. E´s a dir, volem saber quina e´s la probabilitat que, fixats a i
m amb (a,m) = 1, un primer p compleixi p ≡ a mod m.
Per fer aquest ca`lcul necessitem introduir alguns conceptes. Cal observar que el procedi-
ment segu¨ent mante´ l’esquema anterior. Comencem definint la densitat de Dirichlet, la qual
correspondra` a la probabilitat anterior.
Definicio´ 1.3.1. Sigui K un cos de nombres. Sigui M un conjunt d’ideals primers de K. La
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sempre i quan el l´ımit existeixi.
Veiem una manera equivalent de definir aquest l´ımit. Introdu¨ım la segu¨ent notacio´ per
simplificar el llenguatge. Donades dues funcions meromorfes f i g escriurem f ∼ g si f(s)−g(s)




























Podem comprovar que la segona suma defineix una funcio´ anal´ıtica en s = 1. I de la
mateixa manera tambe´ podem veure que la funcio´
∑
deg(p)>1
N(p)−s, on la suma varia sobre tots
els primers amb grau d’ine`rcia sobre Q superior a 1, tambe´ defineix una funcio´ anal´ıtica en
s = 1.
















log ζK(s) ∼ log 1
1− s
i per tant ∑
p
N(p)−s ∼ log 1
1− s.
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Cal observar que segons el resultat obtingut, la densitat de Dirichlet de M no depe`n dels
primers de M amb grau d’ine`rcia sobre Q superior a 1.
Hem d’interpretar la densitat de Dirichlet com la probabilitat que un ideal de K pertanyi
a M , tot i que aquesta probabilitat correspon a la densitat natural δ(M).
Definicio´ 1.3.2. Sigui K un cos de nombres. Sigui M un conjunt d’ideals primers de K. La
densitat natural de M e´s
δ(M) = lim
x→∞
{#p ∈M |N(p) ≤ x}
{#p|N(p) ≤ x} .
sempre i quan el l´ımit existeixi.
Llavors
Proposicio´ 1.3.3. L’existe`ncia de δ(M) implica l’existe`ncia de d(M) i a me´s δ(M) = d(M).
El rec´ıproc pero` no e´s cert en general: es pot comprovar que per alguns conjunts M
existeix d(M) pero` no δ(M). Per exemple, el conjunt dels primers amb primer d´ıgit en
expressio´ decimal igual a 1 no te´ densitat natural, pero` te´ densitat de Dirichlet igual a log10 2.
Per a me´s informacio´, es pot consultar [22].
Per presentar el teorema de densitat de Dirichlet, ens calen algunes definicions pro`pies de
la teoria de classes de cossos. Sigui m un ideal enter de K.
Definim JmK com el grup d’ideals fraccionaris coprimers amb m, i P
m
K el subgrups d’ideals
principals (a) que compleixen a ≡ 1 mod m i a totalment positiu.
Aqu´ı, la congrue`ncia anterior cal interpretar-la de la segu¨ent manera. Si escrivim a = b/c,
amb b i c en OK , llavors a ≡ 1 mod m equival a dir que b ≡ c mod m.
D’altra banda, diem que a e´s totalment positiu si per tota immersio´ σ : K ↪→ R es compleix
σ(a) > 0.
Teorema 1.3.4 (Teorema de densitat de Dirichlet). Sigui HmK un subgrup de J
m
K que conte´








K i P (K) el conjunt dels
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Observem que e´s suficient demostrar el teorema per a HmK = P
m
K . En efecte, les classes de
JmK/H
m




K , e´s a dir, la classe K ∈ JmK/HmK correspon








K). Denotem per P (ki) el conjunt
dels primers de K pertanyents a ki. Llavors


















Suposem doncs HmK = P
m
K . Per demostrar el teorema anterior ens basem en l’esquema
de la demostracio´ del Teorema 1.2.1 dels nombres primers de Dirichlet. En aquell teorema
vol´ıem demostrar que els nombres primers satisfan una certa distribucio´ en el grup (Z/mZ)∗.
Per a la demostracio´ considera`vem el cos de les arrels m-e`ssimes de la unitat, ja que el seu





dedu´ıem que L(χ, 1) 6= 0 per els cara`cters no trivials.
Per a seguir aquest mateix esquema ens cal trobar una extensio´ de cossos L|K de manera
que
G(L|K) ∼= JmK/PmK .
La teoria de classes de cossos resol aquesta qu¨estio´ i ens permet considerar una extensio´
abeliana L|K amb la propietat anterior. A me´s, l’isomorfisme ve donat pel s´ımbol d’Artin.
Podem consultar els resultats sobre la teoria de classes de cossos a [19].
De manera natural, podem considerar ara els cara`cters χ˜ de Jm indu¨ıts pels cara`cters χ
de G(L|K).
Cal comentar que de fet χ˜ e´s un Gro¨ßencharakter mo`dul m, e´s a dir, un cara`cter del grup
de classes d’ide`les (tot i que no ens estendrem en detalls sobre aquesta teoria, els resultats
sobre Gro¨ßencharakter poden consultar-se a [19]).











on el sumatori recorre tots els ideals enters no trivials de K i el productori es restringeix als
ideals primers. Aqu´ı, χ˜(a) = 0 si (m, a) 6= 1.
De nou, aquestes L-se`ries es poden estendre a tot el pla complex mitjanc¸ant el principi de
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Mellin. Com en el cas de les funcions L associades a cara`cters de Dirichlet, aquestes funcions
L so´n enteres en tot C si χ 6= χ0.






on el producte e´s respecte els cara`cters irreductibles no trivials de G(L|K) i la funcio´ G(s) e´s
un producte finit de factors d’Euler de la forma (1−χ(ϕp)N(p−s))−1 on ϕp e´s l’ automorfisme
de Frobenius de p.
No donarem els detalls d’aquesta demostracio´. Ens limitem a comentar que per deduir
aquesta fo´rmula cal introduir resultats de la teoria de representacio´ de grups, que donen la
descomposicio´ de la representacio´ regular en representacions irreductibles. Tot definint la
L-se`rie d’Artin L(L|K,χ, s) associada a un cara`cter χ de G(L|K) de manera completament
ana`loga a com ho vam fer quan en el cas dels cara`cters de Dirichlet, s’arriba a la segu¨ent
conclusio´.





on el producte recorre els cara`cters irreductibles no trivials de G(L|K).
Finalment, gra`cies a [19, C. 10, Teorema 10.6], els factors que conformen L(L|K,χ, s)
coincideixen exactament amb els factors de L(χ˜, s), llevat de productes finits de la forma
(1− χ(ϕp)N(p−s))−1 que no pertanyen a L(χ˜, s). Aquests factors de discrepa`ncia so´n els que
defineixen la funcio´ G(s) que apareix en la Proposicio´ 1.3.6 anterior.
De la mateixa manera que la Proposicio´ 1.2.5 ens ha perme`s demostrar en la seccio´ anterior
el Teorema 1.2.1 dels nombres primers de Dirichlet, la Proposicio´ 1.3.8 segu¨ent ens permetra`
demostrar el Teorema 1.3.4 de densitat de Dirichlet.
Proposicio´ 1.3.8. Sigui L|K una extensio´ abeliana. Per a tot cara`cter irreductible no trivial
χ del grup de Galois G(L|K) es compleix
L(χ˜, 1) 6= 0
on χ˜ e´s el cara`cter indu¨ıt a Jm.
Demostracio´. La demostracio´ e´s igual a la realitzada per a demostrar 1.2.5. En aquest cas
utilitzem 1.3.6. Com que ζL(s) i ζK(s) tenen un pol simple en s = 1 i G(s) e´s holomorfa i no
nul.la en s = 1, dedu¨ım que L(χ˜, 1) 6= 0.
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Demostracio´. (Teorema 1.3.4 de densitat de Dirichlet.)






























Com que L(χ˜, s) 6= 0 llavors logL(χ˜, s) e´s anal´ıtica en s = 1 i per tant






































e´s la densitat de Dirichlet dels primers de K en K.
Per finalitzar veiem la relacio´ amb el teorema de les nombres primers de Dirichlet 1.2.1.
Segons les notacions anteriors elegim K = Q, m = (m) i HmK = PmK . En aquest cas, s’obte´
JmK/H
m
K = (Z/mZ)∗ i el teorema anterior es tradueix en dir que la densitat de Dirichlet dels
primers congruents amb un nombre a, complint (a,m) = 1, e´s 1/ϕ(m). Esta` clar que la
densitat de Dirichlet d’un nombre finit de primers e´s 0 i per tant hi ha un nombre infinit de
primers p complint (a,m) = 1.
Podem comprovar que existeix la densitat natural del conjunt de primers congruents amb
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a mo`dul m. Per tant δ(M) = d(M) = 1/ϕ(m), el que ens permet dir que els primers estan
distribu¨ıts uniformement en les diverses classes mo`dul m. Demostrarem aquest resultat a la
seccio´ 2.2.
1.4 Teorema de densitat de Chebotarev
Interpretarem el teorema de densitat de Dirichlet des del punt de vista de la teoria de Galois.
Considerem una extensio´ abeliana finita L|K. Per la teoria de classes de cossos existeix
PmK ⊆ HmK ⊆ JmK de manera que G(L|K) ∼= JmK/HmK . Donat un element σ ∈ G(L|K) aquest










Veiem com ampliar el resultat a extensions finites L|K de Galois no abelianes. Fixat un
element σ ∈ G(L|K) considerem el conjunt PL|K(σ) de tots els primers p de K de manera que

















i per tant PL|K(σ) depe`n nome´s de 〈σ〉, la classe de
conjugacio´ de σ.
El teorema segu¨ent ens permet calcular la densitat del conjunt PL|K(σ).
Teorema 1.4.1 (Teorema de Chebotarev). Sigui L|K una extensio´ de Galois finita amb grup






Demostracio´. Per demostrar el teorema ens cal principalment cone`ixer el comportament de
la factoritzacio´ de primers respecte les extensions de cossos. Considerem primer el cas on G
e´s un grup c´ıclic generat per σ. Per tant, l’extensio´ L|K e´s abeliana i en consequ¨e`ncia podem
elegir un ideal m, el conductor de L|K, i un grup Hm, amb PmK ⊆ HmK ⊆ JmK , de manera que
Jm/Hm ∼= G.
Segons l’isomorfisme anterior, considerem la classe K de Jm/Hm corresponent a σ. Per
la pro`pia definicio´ del conjunt PL|K(σ), els elements d’aquest conjunt so´n precisament els
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primers que pertanyen a K. I utilitzant el teorema de densitat de Dirichlet obtenim que










Considerem ara el cas general. Sigui Σ el cos fix de (σ), el subgrup generat per σ. Podem
aplicar el raonament anterior a l’extensio´ L|Σ. Si f e´s l’ordre de σ llavors d(PL|Σ(σ)) = 1f .
Considerem el conjunt P ′L|Σ(σ) de primers q de PL|Σ(σ) de grau 1 sobre K. Com ja hem
discutit anteriorment, es compleix




A me´s, per tots els primers p de PL|K(σ) el grup generat per σ e´s el grup de descomposicio´
de P, un primer de L sobre p. Per la definicio´ de Σ com el cos fix de (σ) obtenim que els





L’aplicacio´ natural entre els primers de Σ i els primers de K permet definir
ρ : P ′L|Σ(σ) → PL|K(σ)
q 7→ q ∩K
Com que P ′L|Σ(σ) ∼= P¯ (σ) obtenim
ρ−1(p) ∼= {P ∈ P¯ (σ) P|p} .
El conjunt de primers P|p esta` en bijeccio´ amb el conjunt G/GP. A me´s, si P ∈ P¯ (σ)
llavors GP = (σ) i donat un element τ ∈ G es compleix que τP ∈ P¯ (σ) si i nome´s si τ ∈ Z(σ).
On Z(σ) = {τ ∈ G|τσ = στ} e´s el centralitzador de σ en G. Per tant,
ρ−1(p) ∼= {P ∈ P¯ (σ) P|p} ∼= Z(σ)/(σ).













A partir del teorema de Chebotarev 1.4.1 podem obtenir altres resultats importants sobre
extensions de cossos. Per exemple, ens permet caracteritzar les extensions de Galois d’un cos
1.4. TEOREMA DE DENSITAT DE CHEBOTAREV 21
K a partir de subconjunts de primers de K a partir del corol.lari 13.10 del cap´ıtol 13 de [19].
Corol.lari 1.4.2. Una extensio´ de Galois L|K esta` determinada u´nicament pel conjunt P (L|K)
de primers de K que descomponen completament a L.
Per tant, per classificar totes les extensions de Galois d’un cos K e´s suficient estudiar els
possibles conjunts de primers de la forma P (L|K). Per a extensions abelianes aquesta qu¨estio´
la resol la teoria de classes de cossos i e´s, de fet, un dels objectius principals d’aquesta teoria.
Per exemple, si K = Q i L = Q(µm) on µm e´s una m-arrel primitiva de la unitat llavors
P (L|K) correspon als primers p ≡ 1 mod m. Per a extensions no abelianes no es coneix, en
general, una caracteritzacio´ de P (L|K).
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Cap´ıtol 2
Teoria de Serre
Per entendre els problemes relacionats amb la equidistribucio´ en aritme`tica, e´s prec´ıs formular
una teoria que englobi els resultats anteriors i es pugui aplicar en altres a`mbits. Per aquest
objectiu presentem la teoria introdu¨ıda per Serre. Seguirem el desenvolupament realitzat a
[23].
Sigui X un espai topolo`gic compacte i C(X) l’espai de Banach de les funcions continues




Sigui µ una mesura de Radon a X, e´s a dir, una forma lineal cont´ınua sobre C(X).
Exemples 2.0.3. 1. Donat x ∈ X definim la mesura de Dirac associada a x per δx(f) =
f(x).
2. Donada una successio´ (xn)n∈N de punts de X definim les mesures
µn =
δx1 + . . .+ δxn
n
.
Segons les definicions pre`vies, direm que la successio´ (xn)n e´s µ-equidistribu¨ıda si µn(f)→
µ(f) quan n→∞ per tota f ∈ C(x). Observem que es pot interpretar aquesta converge`ncia









Lema 2.0.4. Sigui (φm)m una famı´lia de funcions que generen un subespai dens de C(X) i
sigui (xn)n una successio´ d’elements de X. Suposem que per tota m la successio´ (µn(φm))n te´
l´ımit. Llavors la successio´ (xn)n esta` distribu¨ıda respecte una u´nica mesura µ, definida per
la propietat µ(φm) = lim
n→∞µn(φm) per tot m.
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Demostracio´. Basta definir µ(f) com el l´ımit de la successio´ (µn(f)). La continu¨ıtat i la
linealitat en f es segueix de raonaments ba`sics d’equicontinu¨ıtat.
Sigui G un grup topolo`gic compacte. Considerem a partir d’ara que X e´s l’espai de les
classes de conjugacio´ de G. En ser X el quocient de G per l’accio´ de G en ell mateix donada per
conjugacio´, l’espai X esta` dotat de manera natural amb una topologia, la topologia quocient,
respecte la qual e´s compacte.
Tota mesura µ de G indueix una mesura sobre X, que tambe´ anomenarem µ, cometent
un abu´s de notacio´.
Proposicio´ 2.0.5. Una successio´ (xn)n de X esta` µ-equidistribu¨ıda si i nome´s si per qualsevol
cara`cter irreductible χ de G es compleix
lim
n→∞µn(χ) = µ(χ).
Demostracio´. Segons el teorema de Peter-Weyl el subespai generat pels cara`cters irreductibles
de G e´s dens a C(X). Per tant, aplicant el lema 2.0.4 obtenim directament el resultat enunciat.
Sigui µ la mesura de Haar de G. Es tracta de la u´nica mesura en G tal que
• E´s invariant pel producte d’elements de G, e´s a dir,
µ(S) = µ(gS) = µ(Sg)
per tot S mesurable i tot g de G.
• µ(G) = 1.
En aplicar la proposicio´ 2.0.5 a la mesura de Haar de G, obtenim el segu¨ent resultat.
Corol.lari 2.0.6. Sigui µ la mesura de Haar de G. La successio´ (xn)n d’elements de X e´s








Demostracio´. Per a tot cara`cter irreductible no trivial de G es compleix µ(χ) = 0. En
canvi, µ(χ0) = 1, on recordem que χ0 denota el cara`cter trivial. Tenint en compte que
µn(χ0) = 1 = µ(χ0) per a qualsevol successio´, el resultat e´s ara consequ¨e`ncia directa de la
proposicio´ anterior.
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2.1 Funcions L
Sigui G un grup topolo`gic compacte, sigui X el conjunt de les seves classes de conjugacio´ i
sigui µ una mesura en G.
Introdu¨ım a continuacio´ una nocio´ general de funcio´ L que ens permetra` generalitzar els
teoremes estudiats anteriorment.
Sigui Σ un conjunt finit o numerable i sigui (xv)v∈Σ una famı´lia d’elements de X. Sigui
N : Σ −→ {n ∈ Z, n > 1} una aplicacio´ que satisfa` la segu¨ent condicio´:
Existeix una constant C tal que, per tot n ∈ Z, el nombre de v ∈ Σ amb Nv = n esta` fitat
per C.
Aquesta hipo`tesi ens permetra` veure que la converge`ncia de les se`ries definides per les
funcions L que introduirem a continuacio´ e´s independent de la reordenacio´ de Σ.
En tots els casos on apliquem la teoria de Serre definirem Σ com el conjunt de primers
d’un cos de nombres K, i l’aplicacio´ N sera` l’aplicacio´ norma. Per tant la hipo`tesi anterior
sera` sempre certa.
Aquesta condicio´ permet disposar els elements v de Σ en una successio´ (vi)i≥1 tal que
N(vi) ≤ N(vj) per tot i ≤ j. E´s clar que aquesta ordenacio´ de Σ no te´ perque` ser u´nica, pero`
en qualsevol cas l’equidistribucio´ de la famı´lia (xv)v∈Σ no depe`n d’aquesta tria. Aix´ı, d’ara
en endavant, te´ sentit parlar de l’ equidistribucio´ dels elements de la famı´lia (xv)v∈Σ respecte
d’una mesura.
Definicio´ 2.1.1. Donada una representacio´ irreductible ρ de G definim la funcio´ L associada






on s pren valors complexes.
Observem que la definicio´ anterior no depe`n dels representants de xv en G escollits, ja que
el determinant e´s invariant per conjugacio´.
Tambe´ podem comprovar que dues representacions equivalents donen lloc a la mateixa
funcio´ L, i per tant L(s, ρ) depe`n nome´s de (xv)v∈Σ, N i del cara`cter de ρ.
A me´s, per la representacio´ trivial ρ0 obtenim L(s, ρ0) =
∏
(1 − (Nv)−s)−1, que nome´s
depe`n de l’aplicacio´ N i del conjunt Σ.
Fem les segu¨ents hipo`tesis sobre la famı´lia (xv)v∈Σ i l’aplicacio´ N , relatives a la con-
verge`ncia de les funcions L associades a les representacions ρ:
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(1) El productori L(s, ρ0) e´s convergent per <(s) > 1 i defineix una funcio´ holomorfa en
aquesta regio´. A me´s, es pot estendre a una funcio´ meromorfa en <(s) ≥ 1 sense zeros
ni pols, llevat d’un pol simple a s = 1.
(2) Si ρ e´s una representacio´ irreductible no trivial, la funcio´ L(s, ρ) es pot estendre a una
funcio´ meromorfa en el conjunt <(s) ≥ 1, sense zeros ni pols en {s ∈ C,<(s) ≥ 1, s 6= 1}.
Donada una representacio´ irreductible ρ amb cara`cter χ, denotem per −cχ l’ordre de
L(s, ρ) a s = 1. E´s a dir, si L(s, ρ) te´ un pol, respectivament un zero, d’ordre m a s = 1,
llavors cχ = m, respectivament cχ = −m.
El segu¨ent teorema e´s el central per concloure posteriorment el resultat sobre equidistri-
bucio´.
Teorema 2.1.2. Mantenim la notacio´ anterior i suposem les hipo`tesis (1) i (2). Llavors per
tot cara`cter irreductible χ de G es compleix∑
Nv6n
χ(xv) = cχn/ log(n) + o(n/ log(n)).
Per demostrar el teorema necessitem el segu¨ent resultat sobre se`ries de Dirichlet.




s una se`rie de Dirichlet.




s amb coeficients reals tal que:
(a) |an| ≤ bn per tot n.
(b) La se`rie F (s) convergeix per <(s) > 1.
(c) La funcio´ F (s) es pot estendre a una funcio´ meromorfa en <(s) ≥ 1 sense cap pol excepte
un pol simple a s = 1 amb residu R > 0.
(d) La funcio´ f(s) es pot estendre a una funcio´ meromorfa en <(s) ≥ 1 sense cap pol excepte
un possible pol simple a s = 1 amb residu r.
Llavors ∑
m≤n
am = rn+ o(n).
Podem trobar la demostracio´ al cap´ıtol 1 de [18].
Tambe´ ens sera` necessari el segu¨ent resultat te`cnic.
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Proposicio´ 2.1.4 (Truc de sumacio´ d’Abel). Sigui {am}m∈N una successio´ de nombres com-















































El terme f(n)/log(n) te´ ordre αn/log(n), aix´ı que nome´s cal veure que el sumatori e´s
































Llavors e´s senzill veure que la primera suma esta` fitada per
√
n/ log(2)2 i la segona per
n/ log(
√
n)2 = 4n/ log(n)2. Aquests dos termes so´n o(n/log n), el que finalitza la demostracio´.
Utilitzant els resultats anteriors demostrem el teorema 2.1.2.
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Demostracio´. (Teorema 2.1.2) Cal observar que pel cara`cter trivial el resultat del teorema e´s∑
Nv6n
1 = n/ log(n) + o(n/ log(n))
Fixem una representacio´ irreductible ρ. Per simplificar la notacio´ denotem L(s, ρ) per L
i la seva derivada per L′. A me´s, definim λv,i com el i-e`ssim valor propi de l’automorfisme
ρ(xv). Calculem la derivada logar´ıtmica de L, e´s a dir, L
′/L. Segons la definicio´ anterior







































Les pote`ncies m-e`ssimes dels elements de la classe de xv pertanyen a una mateixa classe
de X, la qual definim com xmv . A me´s, podem comprovar que els valors propis de ρ(x
m
v ) so´n

















Per les hipo`tesis realitzades sobre les funcions L obtenim que L′/L defineix una funcio´
meromorfa a <(s) > 1, excepte per un possible pol simple a s = 1 amb residu cχ.









on g(s) e´s holomorfa per <(s) > 1/2.
Observem que |χ(xmv )| ≤ d, on d e´s el grau de la representacio´ ρ. Per tant, denotant
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i aquesta u´ltima se`rie e´s, excepte el signe, la derivada logar´ıtmica de L(s, ρ0) en s = 2σ. Com
















defineix una funcio´ meromorfa a <(s) > 1, excepte per un possible pol simple a s = 1 amb
residu cχ.













on d e´s el grau de ρ. Segons aquesta notacio´ ja hem demostrat que es compleixen les hipo`tesis
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Utilitzant els resultats anteriors podem demostrar el segu¨ent teorema,
Teorema 2.1.5. Mantenim la notacio´ anterior i suposem les hipo`tesis (1) i (2). Llavors la
successio´ (xv)v∈Σ esta` µ-equidistribu¨ıda en X si i nome´s si per tot cara`cter irreductible χ de
G es compleix
µ(χ) = cχ.











































Si considerem µ com la mesura de Haar de G obtenim,
Corol.lari 2.1.6. Sigui µ la mesura de Haar de G. La successio´ (xv)v∈Σ d’elements de X e´s
µ-equidistribu¨ıda si i nome´s si es compleix la hipo`tesi (1) i per tota representacio´ irreductible
no trivial ρ de G la funcio´ L(ρ, s) e´s holomorfa i no nul.la en <(s) ≤ 1.
El resultat e´s consequ¨e`ncia directa del teorema 2.1.5 i del corol.lari 2.0.6.
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2.2 Aplicacio´ al Teorema de Chebotarev
Com a primera aplicacio´ de la teoria de Serre veurem com podem interpretar el teorema de
Chebotarev, per extensions abelianes, a partir de la teoria desenvolupada anteriorment. Re-
cordem que la demostracio´ d’aquest resultat ja utilitza les funcions L, aix´ı doncs la presentacio´
que farem no aportara` cap novetat respecte la manera de demostrar el problema sino´ respecte
la manera de plantejar-lo.
Sigui L una extensio´ finita d’un cos de nombres K. Definim G com el grup de Galois de
l’extensio´ L|K i Σ com el conjunt de primers de K no ramificats sobre L. Donat v ∈ Σ definim
xv com la classe de conjugacio´ de l’automorfisme de Frobenius de v i Nv com la norma de v.
Per les definicions realitzades pre`viament obtenim que donada una representacio´ ρ de G
la funcio´ L(ρ, s) e´s, excepte un nu´mero finit de factors, a la L-se`rie d’Artin L(L|K, ρ, s).
Per tal de poder demostrar les hipo`tesis del corol.lari 2.1.6 suposem que L|K e´s abeliana.
Com ja hem vist anteriorment, aquestes funcions L defineixen una funcio´ meromorfa en <(s) ≥
1.
Si ρ e´s trivial, L(L|K, ρ, s) te´ un u´nic pol simple en s = 1. Si ρ no e´s trivial, L(L|K, ρ, s)
e´s una funcio´ holomorfa, que no s’anul·la en <(s) ≥ 1. Podem trobar la demostracio´ d’aquest
resultat a [18].
Segons la notacio´ anterior tenim cχ = 0. Podem doncs aplicar el corol.lari 2.1.6 obtenint
que els elements xv estan equidistribu¨ıts en X respecte la mesura de Haar de G. Per tant es









Com que G e´s abelia` totes les classes de conjugacio´ tenen un sol element, i identifiquem
X = G. Donat un element x ∈ X definim la funcio´
δx(y) =
{
0 si x 6= y
1 si x = y
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#{v ∈ Σ|Nv ≤ n i xv = x}
#{v ∈ Σ|Nv ≤ n}
Observem que el terme de la dreta e´s la densitat natural del conjunt PL|K(x). Per tant hem
demostrat que per tota extensio´ abeliana finita L|K i σ ∈ Gal(L|K) es compleix δ(PL|K(σ)) =
1/#Gal(L|K). Utilitzant la proposicio´ 1.3.3 tenim que l’existe`ncia de densitat natural implica
l’existe`ncia de densitat de Dirichlet i que de fet s’obte´ una igualtat. Per tant tambe´ es
d(PL|K(σ)) = 1/#Gal(L|K), e´s a dir, el teorema 1.4.1.
Hem considerat nome´s extensions abelianes, aix´ı que e´s natural preguntar-se que podem
dir sobre l’aplicacio´ de la teoria de Serre en extensions no abelianes. En aquest cas ens caldria
demostrar que per tota representacio´ no trivial ρ la L-se`rie d’Artin L(L|K, ρ, s) e´s holomorfa
i no nul.la en <(s) ≥ 1. Aquest resultat no esta` demostrat en tota generalitat i e´s conegut
com la conjectura d’Artin.
Conjectura 2.2.1 (Artin). Sigui L|K una extensio´ finita de cossos de nombres. Sigui ρ
una representacio´ irreductible no-trivial de Gal(L|K). Llavors la L-se`rie d’Artin L(L|K, ρ, s)
este´n a una funcio´ entera en C.
Podem consultar me´s detalls sobre aquesta conjectura en [14]. Tornarem a parlar poste-
riorment de la conjectura d’Artin estudiant la conjectura de Langlands 3.5.2.
Cap´ıtol 3
La conjectura de Sato-Tate per a
corbes el·l´ıptiques
Hem vist fins al moment resultats d’equidistribucio´ en el context de la teoria algebraica de
cossos de nombres, tot i que les demostracions depenen de resultats anal´ıtics. El segu¨ent pas
e´s obtenir resultats d’equidistribucio´ en contextos me´s geome`trics, recolzant-nos en la teoria
de Serre desenvolupada anteriorment.
En aquest sentit estudiarem la conjectura de Sato-Tate, resolta recentment per Richard
Taylor et al.
3.1 Preliminars sobre corbes el·l´ıptiques
Dediquem aquesta seccio´ a presentar alguns resultats previs sobre corbes el.l´ıptiques. Els
resultats i les demostracions corresponents es poden trobar a [26].
Sigui K un cos de caracter´ıstica diferent de 2 i 3 i sigui K una clausura algebraica fixada
qualsevol de K.
Definicio´ 3.1.1. Una corba el.l´ıptica sobre K e´s una corba algebraica projectiva E/K asso-
ciada a una equacio´ af´ı de la forma
y2 = x3 +Ax+B,
on A,B ∈ K so´n elements del cos tals que ∆(E) = −16(4A3 + 27B2) 6= 0.
La quantitat ∆(E) s’anomena el discriminant de la corba el.l´ıptica E.
Es pot comprovar que la corba e´s no singular si i nome´s si ∆(E) 6= 0. El ge`nere de
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tota corba el.l´ıptica e´s sempre 1. De fet, rec´ıprocament, com a consequ¨e`ncia del teorema
de Riemann-Roch s’obte´ que tota corba C/K no singular de ge`nere 1 amb un punt racional
sobre K e´s isomorfa a una corba el.l’iptica donada en forma de Weierstrass com en la definicio´
anterior.
Introdu¨ım tambe´ el invariant j d’E, que es defineix a partir dels coeficients de l’equacio´
de Weierstrass d’E com
j(E) = 1728(4A)3/∆(E).
L’invariant j determina la corba el.l´ıptica E/K llevat d’isomorfisme sobre K.
Donada una corba el.l´ıptica E/K podem definir una estructura de grup abelia` en el con-
junt E(K) dels punts racionals d’E sobre K. Aixo` permet dotar al conjunt EndK(E) dels
endomorfismes d’E definits sobre K d’estructura d’anell, en general no commutatiu.
Sovint abreujarem End(E) := EndK(E). Si L/K e´s una extensio´ de cossos en K, deno-
tarem per EndL(E) el subanell d’End(E) format pels endomorfismes d’E definits sobre L.
Definim tambe´ End0L(E) com EndL(E)⊗Q.
Podem definir per a cada nombre natural m l’endomorfisme [m] com
[m] : E(K) → E(K)
P 7→ mP = P + m. . .+ P
I definim [−m] a partir de la suma dels inversos. D’aquesta manera, Z ⊆ End(E). De fet, el
cas general en caracter´ıstica nul.la e´s Z = End(E). El segu¨ent teorema determina les possibles
estructures de l’anell End(E).
Teorema 3.1.2. L’anell d’endomorfismes d’una corba el.l´ıptica satisfa`
• End(E) ∼= Z, o be´
• End(E) e´s un ordre d’una extensio´ quadra`tica imagina`ria de Q, o be´
• End(E) e´s un ordre d’una a`lgebra de quaternions sobre Q.
A me´s, la tercera opcio´ es do´na nome´s sobre cossos de caracter´ıstica no nul.la. Aquest
resultat e´s el corol.lari 9.4 del cap´ıtol 3 de [26].
Definicio´ 3.1.3. Sigui E/K una corba el.l´ıptica sobre un cos K de caracter´ıstica 0. Diem
que E te´ multiplicacio´ complexa (CM) si End(E) 6= Z, e´s a dir, si End(E) e´s un ordre d’una
extensio´ quadra`tica imagina`ria de Q.
Definim el conjunt dels punts de m-torsio´ d’E com Ker[m], i ho denotem per E[m].
Gra`cies a [26, C. 3, Corol.lari 6.4], tenim el segu¨ent resultat.
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Teorema 3.1.4. • Si la caracter´ıstica de K e´s nul.la o coprimera a m es compleix
E[m] ∼= Z/mZ× Z/mZ.
• Si la caracter´ıstica de K e´s p llavors es compleix una de les dues opcions segu¨ents
E[pk] ∼= Z/pkZ per tot k ≥ 1,
E[pk] ∼= {0} per tot k ≥ 1.
Quan E[p] ∼= {0} diem que la corba E e´s supersingular. En cas contrari diem que la corba
e´s ordina`ria. A me´s, una corba e´s supersingular si, i nome´s si, End(E) e´s un ordre d’una
a`lgebra de quaternions sobre Q. Aixo` permet veure una relacio´ entre End(E) i els punts de
torsio´ d’E.
Definicio´ 3.1.5. Sigui E/K una corba el.l´ıptica sobre un cos finit K, de caracter´ıstica p, amb
q elements. L’endomorfisme
φ : E → E
(x, y) 7→ (xq, yq)
e´s l’endomorfisme de Frobenius d’E.
Es sap que l’endomorfisme de Frobenius s’anul.la per un polinomi T 2 − aT + q, per algun
a ∈ Z. Gra`cies a aquest resultat, l’enter a = a(E) s’anomena la trac¸a del Frobenius. Es
compleix que la corba e´s supersingular si, i nome´s si, car(K) | a(E).
Sigui ara E/K una corba el.l´ıptica definida sobre un cos de nombres K. Sigui p un primer
de K. Fixem una equacio´ de Weierstrass y2 = x3 + Ax + B d’E amb A,B ∈ OK tals que
el discriminant d’aquesta equacio´ tingui valoracio´ mı´nima respecte p. Sigui Ep/k(p) la corba
definida per l’equacio´ y2 = x3 + A˜x+ B˜, on A˜ = A mod p, B˜ = B mod p.
Definicio´ 3.1.6. • Si la corba Ep e´s no singular, i per tant el.l´ıptica, direm que E te´ bona
reduccio´ en p. En cas contrari direm que E te´ mala reduccio´ en p.
• Si Ep te´ un node direm que la reduccio´ e´s multiplicativa. A me´s, si les pendents de les
rectes tangents en el node pertanyen a κ(p) direm que la reduccio´ e´s multiplicativa split
i en cas contrari multiplicativa no split.
• Si Ep te´ una cu´spide direm que la reduccio´ e´s additiva.
Fixem un primer p on E te´ bona reduccio´. Definim
Np(E) = #Ep(κ(p)).
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Si φ e´s l’endomorfisme de Frobenius de Ep, e´s clar que (Id−φ) e´s l’endomorfisme constant
sobre el grup Ep(κ(p)). Per tant es compleix que #Ker(Id − φ) = Np(E), i si ap(E) e´s la
trac¸a de φ obtenim que
Np(E) = N(p) + 1− ap(E).
Escriurem Np i ap quan es sobreentengui a quina corba ens referim. El principal resultat
sobre els valors ap correspon a Hasse, teorema 1.1 del cap´ıtol 5 de [26], que permet fitar la
seva norma.
Teorema 3.1.7 (Teorema de Hasse). Sigui E una corba el.l´ıptica definida sobre un cos de q
elements. Aleshores
|ap| ≤ 2√q.
La definicio´ anterior d’ap e´s segurament la me´s intu¨ıtiva, pero` no e´s la me´s u´til. Veiem
com podem descriure les traces ap de manera equivalent.
Definicio´ 3.1.8. Donat un primer `, definim el mo`dul (`-a`dic) de Tate com el l´ımit projectiu




Donat que E[`k] te´ una estructura natural de Z/`kZ-mo`dul obtenim que T`(E) e´s de forma
natural un Z`-mo`dul, e´s a dir, un mo`dul sobre els enters `-a`dics. A partir de la classificacio´
anterior dels grups de torsio´ obtenim directament que quan ` 6= car(K), es compleix
T`(E) ∼= Z` × Z`.
E´s clar que els endomorfismes de la corba donen lloc a endomorfismes del mo`dul de Tate.
De la mateixa manera, els elements del grup de Galois GK = Gal(K|K) commuten amb les
aplicacions [`] i per tant actuen sobre el mo`dul de Tate. Obtenim aix´ı les representacions
ρE,` : GK → Aut(T`(E)).
del grup de Galois absolut GK de K.
Elegint una base de T`(E) i considerant l’inclusio´ Z` ⊂ Q` podem considerar les represen-
tacions anteriors com a representacions 2-dimensionals sobre el cos Q`.
Considerem la classe de conjugacio´ Frobp en GK = G(K|K) d’algun automorfisme de
Frobenius en p. Si ` no divideix p, llavors la imatge dels elements de Frobp per ρE,` no
depe`n de l’automorfisme de Frobenius triat i pertanyen a una mateixa classe de conjugacio´ de
Aut(T`(E)). Els elements d’aquesta classe de conjugacio´ tenen un mateix polinomi mı´nim, i
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de fet aquest polinomi e´s el polinomi mı´nim de l’ automorfisme de Frobenius de la corba Ep.
Per tant, les traces d’aquests dos polinomis so´n iguals i el valor ap(E) esta` determinat a partir
de l’estructura de T`(E). E´s important observar que el polinomi caracter´ıstic de ρE,`(Frobp)
e´s independent del valor ` triat. Aquesta propietat defineix la famı´lia ρE,` com una famı´lia
compatible de representacions en el sentit de Serre (cf. [23]). Aquest concepte e´s central en
la demostracio´ de la conjectura de Sato-Tate.
Coneixent nome´s els valors ap(E) d’una corba E podem obtenir informacio´ sobre l’a-
ritme`tica de la corba, de manera similar a com els primers d’un cos de nombre K ho fan de
l’aritme`tica de K. Recordem que per a cossos de nombres aquesta informacio´ queda codificada
en les funcions L de K. En el cas de corbes el.l´ıptiques tambe´ podem associar a la corba una
funcio´ L a partir dels valors ap(E). Definirem aquesta funcio´ L com el producte de factors
locals associats a cada primer.
Definicio´ 3.1.9. Sigui E/K una corba el.l´ıptica E sobre un cos finit K de q elements. Definim








on Kn/K e´s l’extensio´ de K de grau n.
Veiem com simplificar l’expressio´ anterior. Sigui φ l’ automorfisme de Frobenius d’E/K.
Tal i com hem fet anteriorment, considerem el polinomi caracter´ıstic de φ actuant sobre el
mo`dul de Tate `-e`ssim, on ` 6= q:
det(T − φ) = T 2 − aT + q = (T − α)(T − β).
Aqu´ı, α i β so´n les arrels complexes conjugades del polinomi. Aquesta descomposicio´
tambe´ ens permet veure que det(T −φn) = (T −αn)(T −βn). Com que φn e´s l’ automorfisme
de Frobenius de la corba E/Kn obtenim que #E(Kn) = 1 + q
n − tr(φn) = 1 + qn − αn − βn.




(1 + qn − αn − βn)T
n
n
= − log(1− T )− log(1− qT ) + log(1− αT ) + log(1− βT ).
Per tant es compleix
Z(T,E) =
(1− αT )(1− βT )
(1− T )(1− qT ) =
1− aT + qT 2
(1− T )(1− qT ) .
A continuacio´ definim la funcio´ L associada a una corba el.l´ıptica E sobre un cos de
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nombres K.
Definicio´ 3.1.10. Si p e´s un primer on E te´ bona reduccio´, definim el factor local de la funcio´
L d’E/K com Lp(T,E) = 1− apT + N(p)T 2.
Remarquem que, tal i com acabem de veure, es compleix
Z(T,Ep) =
Lp(T,E)
(1− T )(1−N(p)T ) ,
fet que justifica la definicio´ anterior.
Els factors (1 − T )(1 − N(p)T ) no donen informacio´ cabdal per als nostres objectius. A
me´s, en la definicio´ posterior de la funcio´ L, es pot comprovar que la funcio´ resultant seria
equivalent si utilitze´ssim com a factor local Z(T,Ep) enlloc del que hem introdu¨ıt.




1− T Si E te´ reduccio´ multiplicativa split en p,
1 + T Si E te´ reduccio´ multiplicativa no split en p,
1 Si E te´ reduccio´ additiva en p.
L’eleccio´ d’aquests factors locals s’explica pel cardinal del conjunt de punts no singulars
de la corba redu¨ıda. Si Ens(κ(p)) e´s el conjunt de punts no singulars de Ep(κ(p)) obtenim
que per a qualsevol primer p es compleix la relacio´ Lp(1/N(p), E) = #Ens(κ(p))/N(p).






Aplicant el Teorema 3.1.7 de Hasse i utilitzant la converge`ncia de les funcions L de Hecke,
podem veure que L(E, s) convergeix per tot <(s) > 3/2. Al voltant d’aquestes funcions L hi
ha moltes conjectures. Per exemple, la conjectura de Taniyama-Shimura per corbes el.l´ıptiques
sobre Q, de la qual parlarem posteriorment, que va ser resolta recentment per Andrew Wiles.
De fet, Wiles va demostrar la conjectura per corbes semiestables, e´s a dir sense reduccio´
additiva. Aquest resultat va permetre demostrar el famo´s teorema de Fermat. Posteriorment
la conjectura es va demostrar per a totes les corbes el.l´ıptiques E/Q.
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3.2 Equidistribucio´ de Frobenii en corbes el·l´ıptiques
Fixem una corba el.l´ıptica E sobre un cos de nombres K. L’objectiu d’aquesta i de les segu¨ents
seccions e´s centrar-nos en l’estudi dels possibles valors de ap(E) en variar p entre els primers
de K on E te´ bona reduccio´.
Sigui doncs p un primer de K on E tingui bona reduccio´. En aplicar el teorema de Hasse
3.1.7 a la corba redu¨ıda Ep obtenim que |ap| ≤ 2
√




N(p) ∈ [−1, 1]




Observem que aquesta definicio´ e´s equivalent a dir que el polinomi mı´nim de l’automorfisme
de Frobenius de Ep e´s (T −
√
N(p)eiθp)(T −√N(p)e−iθp) amb θp ∈ [0, pi]. Si fem variar p
entre els primers de K on E te´ bona reduccio´, obtenim una successio´ a l’interval [0, pi]. Donat




#{N(p) ≤ x|θp ∈ I}
#{N(p) ≤ x} .
O`bviament, per a poder definir PE(I) cal que el l´ımit anterior existeixi. Observem que
PE(I) e´s la densitat natural dels primers p tal que θp ∈ I. Assumint que els l´ımits anteriors
existeixen, podem preguntar-nos per l’existe`ncia d’alguna mesura µE a [0, pi] tal que∫
I
µE = PE(I).
Per tant, entendre com es distribueixen els valors ap e´s equivalent a cone`ixer la mesura
µE . En les properes seccions ens dediquem a estudiar aquest problema, amb especial e`mfasis
en el cas que el cos de definicio´ de la corba e´s Q.
3.3 Corbes el·l´ıptiques amb CM
Sigui E/Q una corba el.l´ıptica amb CM i sigui µE la mesura associada a E en la seccio´ anterior.








on δpi/2 e´s la mesura associada a la funcio´ delta en el punt pi/2 i µunif e´s la mesura uniforme
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en [0, pi].
E´s a dir, una meitat dels θp compleixen θp = pi/2 i l’altre meitat es distribueix uniforme-
ment en [0, pi].
A continuacio´ expliquem la demostracio´ d’aquest resultat. Aquest teorema s’obte´ a partir
dels resultats obtinguts per Max Deuring i Erich Hecke, els quals resumim a continuacio´.
Sigui doncs una corba el.l´ıptica E sobre Q amb multiplicacio´ complexa, i sigui K =
End0(E). Com hem vist K/Q e´s una extensio´ quadra`tica imagina`ria. Deuring va demos-
trar que la L-se`rie associada a E e´s una L-se`rie de Hecke associada a un Gro¨ßencharakter
ψ de K. De fet, els resultats obtinguts per Deuring so´n me´s amplis pero` no e´s necessari
presentar-los per al nostre cas. Podem consultar els resultats que presentarem a continuacio´
en [27].
El Gro¨ßencharakter ψ es defineix com un cara`cter sobre el grup d’ide`les de K i la seva
imatge esta` inclosa en el cos K. Tampoc e´s oportu´ definir formalment aquest cara`cter, en
canvi si descrivim la seva principal propietat. Sigui p un primer de Q on E te´ bona reduccio´.
Considerem Ep com la corba E redu¨ıda mo`dul p i φp l’endomorfisme de Frobenius de Ep.






on [ψ(p)] e´s la isoge`nia associada a l’element ψ(p) de K.
Podem comprovar els segu¨ents resultats sobre el cara`cter ψ. Sigui p un primer on E te´
bona reduccio´. Llavors es compleix:
• Si p descomposa a K com pOK = pp′ llavors ap = ψ(p) + ψ(p′) i ψ(p)ψ(p′) = p.
• Si p e´s inert a K i per tant pOK = p, obtenim la igualtat ap = 0 i ψ(p) = −p.
• Si p ramifica a K llavors E te´ mala reduccio´ additiva en p.
Segons aquests resultats obtenim que per als primers on E te´ bona reduccio´, Ep e´s
• ordina`ria si p descomposa a K,
• supersingular si p e´s inert a K.
Utilitzant el teorema de Chebotarev sabem que la densitat dels primers que so´n inerts a K
e´s 1/2. Aquest resultat ens permet concloure que la meitat dels primers compleixen ap = 0, o
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equivalentment θp = pi/2. Per veure la distribucio´ uniforme de la resta de primers e´s necessari
veure la igualtat entre les L-se`ries d’E i de ψ. Recordem que el factor local de la L-se`rie de
ψ en un primer p de K e´s Lp(s, ψ) = 1 − ψ(p)(Np)−s. Veiem les igualtats entre els factors
locals.
• Si p descomposa a K com pOK = pp′ llavors
Lp(s, E) = 1− app−s + p1−2s = 1− (ψ(p) + ψ(p′))p−s + ψ(p)ψ(p′)p−2s =
= (1− ψ(p)(Np)−s)(1− ψ(p′)(Np′)−s) = Lp(s, ψ)Lp′(s, ψ)
• Si p e´s inert a K i pOK = p llavors
Lp(s, E) = 1− app−s + p1−2s = 1− 0 · p−s − (−p)p−2s =
= 1− ψ(p)p−2s = 1− ψ(p)(Np)−s = Lp(s, ψ)
• Si p ramifica a K i per tant pOK = p2 llavors
Lp(s, E) = 1 = Lp(s, ψ)
Obtenim aix´ı
Teorema 3.3.2 (Deuring). Segons les notacions anteriors es compleix
L(E, s) = L(s, ψ)
Aquesta igualtat ens permet deduir resultats sobre la L-se`rie d’E a partir de resultats de
les L-se`ries de Hecke. Aixo` ens permet demostrar que els valors ap pels primers p on la corba
redu¨ıda e´s ordina`ria es distribueixen uniformement en [0, pi]. En la seccio´ 5.1 revisarem aquest
resultat, interpretant d’una mateixa manera la distribucio´ per totes les corbes, tinguin o no
multiplicacio´ complexa.
3.4 Corbes el.l´ıptiques sense CM: la distibucio´ de Sato-Tate
La conjectura de Sato-Tate prediu la solucio´ a aquest problema per a corbes sense multiplicacio´
complexa.
Conjectura 3.4.1 (Sato-Tate). Sigui K un cos de nombres i sigui E/K una corba el.l´ıptica
sense CM. Llavors µE te´ funcio´ de densitat
2
pi sin
2(x), e´s a dir, la probabilitat que es compleixi
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Cal destacar que la distribucio´ e´s independent de la corba. Aquesta distribucio´ s’anomena
la distribucio´ de Sato-Tate. Per ser precisos, hem de dir que la conjectura de Sato-Tate
cla`ssica es va formular per al cas K = Q. Mikio Sato i John Tate, a trave´s de treballs
independents, van proposar al voltant del 1960 la conjectura per a corbes el.l´ıptiques sobre el
cos Q dels nombres racionals. Tot i aixo` ens referirem a la conjectura 3.4.1 com la conjectura
de Sato-Tate, que generalitza el plantejament cla`ssic sobre corbes el.l´ıptiques sobre Q.
L’any 2006, Richard Taylor, conjuntament amb altres matema`tics, va publicar una de-
mostracio´ de la conjectura de Sato-Tate per a corbes el.l´ıptiques E/K sobre cossos totalment
reals K amb j(E) 6∈ OK . Aquesta condicio´ es compleix per exemple quan E te´ reduccio´
multiplicativa en algun primer de K.
La demostracio´ completa de la conjectura de Sato-Tate queda fora de l’abast d’aquest
treball. Tot i aix´ı, utilitzant la teoria de Serre podem presentar els procediments per a
demostrar el teorema de Taylor. Per a la resta de cossos no es coneix una demostracio´ de la
conjectura i representa avui dia un a`mbit de recerca en matema`tiques. E´s interessant consultar
[16] per trobar una introduccio´ me´s lleugera de la demostracio´ de la conjectura de Sato-Tate
3.4.1. I com a resum de la presentacio´ posterior tambe´ e´s u´til la presentacio´ realitzada en [21].
Per seguir el procediment realitzat per Taylor e´s interessant recordar la demostracio´ dels
teoremes de Dirichlet i Chebotarev. En ambdo´s casos defin´ıem funcions L, les funcions L de
Dirichlet i de Hecke, associades al conjunt de primers dels quals vol´ıem concloure el resultat
d’equidistribucio´. A partir dels resultats sobre cara`cters indu¨ıts pod´ıem deduir la no-anul-
lacio´ de les funcions L en s = 1 i deduir aix´ı els resultats enunciats. El procediment per a
demostrar la conjectura de Sato-Tate segueix el mateix esquema. En aquest cas, les funcions
L vindran definides a partir de certes representacions de grups associades a la corba el.l´ıptica.
La part me´s complicada correspon a demostrar la no-anul.lacio´ d’aquestes funcions L, fet que
es demostra tot utilitzant el teorema de Brauer sobre cara`cters indu¨ıts.
3.5 La demostracio´ de Taylor: una aplicacio´ de la teoria de
Serre
Veiem com presentar la conjectura de Sato-Tate a trave´s de la teoria de Serre. Sigui K un
cos de nombres. Fixem una corba el.l´ıptica E definida sobre K sense multiplicacio´ complexa.
Definim el conjunt Σ com el conjunt de primers de K on E te´ bona reduccio´ i Nv com la
norma de v ∈ Σ.
La notacio´ de v per denotar els primers de K pot semblar poc apropiada pero` cal in-
terpretar aquesta notacio´ a partir de la teoria de valoracions. Podem trobar una descripcio´
d’aquesta teoria a [19].
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La definicio´ menys intu¨ıtiva correspon a la del grup topolo`gic compacte G, i cal motivar-la
adequadament.
Recordem que la conjectura 3.4.1 de Sato-Tate estudia la distribucio´ dels valors ap(E), la
trac¸a dels Frobenius de les corbes redu¨ıdes.
Escrivint cos(θp(E)) = ap/2
√
N(p) podr´ıem interpretar aquests valors en l’interval [0, pi].
Per tant podria semblar natural considerar G = [0, pi], identificar [0, pi] amb R/piZ, i introduir
la famı´lia {xv = θv(E)}. E´s senzill comprovar que la mesura de Haar associada al grup
topolo`gic R/piZ e´s la mesura uniforme. Aixo` ens portaria pero` a la conclusio´ que els valors
θp(E) estan equidistribu¨ıts respecte una mesura que no e´s pas la mesura de Sato-Tate, i que
no esta` d’acord amb els experiments nume`rics que fa`cilment es poden realitzar. E´s clar doncs
que l’eleccio´ G = R/piZ no permet demostrar l’equidistribucio´ plantejada.
L’eleccio´ oportuna del grup G e´s el grup SU(2) de les matrius complexes unita`ries de
dimensio´ 2 amb determinant 1. Tots els elements d’una mateixa classe de conjugacio´ de SU(2)
tenen el mateix polinomi caracter´ıstic, i de fet les classes de conjugacio´ estan un´ıvocament
determinades a partir del polinomi caracter´ıstic dels seus elements. Observem que el polinomi
caracter´ıstic d’un element x ∈ SU(2) e´s de la forma T 2 − aT + 1, on a e´s la trac¸a del
polinomi caracter´ıstic. Per tant, la classe de conjugacio´ de x esta` determinada a partir d’a.
Si factoritzem T 2 − aT + 1 = (T − α)(T − β) veiem que |α| = |β| = 1 i α¯ = β, ja que les
matrius so´n unita`ries.
Aix´ı doncs a = α+ α¯ = 2<(α) ∈ [−2, 2] i per tant les classes de conjugacio´ de SU(2) estan
en bijeccio´ amb el conjunt [−2, 2].
Donat v ∈ Σ procedim a definir xv. La corba E te´ bona reduccio´ en v, per definicio´ de
Σ, i per tant podem considerar el morfisme de Frobenius φ de la corba redu¨ıda. Com ja hem






Nv ∈ [−2, 2] i definim xv com la classe de conjugacio´ de G corresponent a
av(E)/
√
Nv. Observem que el polinomi caracter´ıstic de xv e´s det(T − φ/
√
N(p)).
Un cop presentada la notacio´, expliquem a continuacio´ de quina manera la Conjectura 3.4.1
de Sato-Tate e´s consequ¨e`ncia del Corol.lari 2.1.6, en cas que les hipo`tesis d’aquest enunciat es
satisfessin.
Suposem doncs que (xv)v∈Σ esta` equidistribu¨ıt respecte la mesura de Haar µSU(2) de
SU(2). Com ja hem vist, podem definir una aplicacio´ bijectiva entre les classes de conjugacio´
de SU(2) i [−2, 2]. Composant amb l’aplicacio´ de [−2, 2] a [0, pi] definida per x 7→ arccos(x/2)
obtenim una bijeccio´ h entre les classes de conjugacio´ de SU(2) i [0, pi]. Podem doncs consi-
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derar la mesura µ de [0, pi] indu¨ıda a partir de la mesura de Haar de SU(2), e´s a dir,
µ = h∗(µSU(2)).
E´s clar que si (xv)v∈Σ esta` µSU(2)-equidistribu¨ıt llavors (h(xv))v∈Σ esta` µ-equidistribu¨ıt.
Podem trobar l’expressio´ de la mesura h∗(µSU(2)) a [9], obtenint que la mesura h∗(µSU(2))
e´s 2/pi sin2(x)dx. Observem a me´s que h(xv) e´s el valor θv presentat a la conjectura 3.4.1 de
Sato-Tate i per tant (θv)v∈Σ esta` equidistribu¨ıt respecte la mesura de Sato-Tate.
Me´s concretament, fixem un interval I ⊂ [0, pi]. Prenem una successio´ de funcions
cont´ınues (φn)n∈Z amb l´ımit la funcio´ caracter´ıstica de I. Com que (θv)v∈Σ esta` µ-equidistribu¨ıt


















#{p ≤ x|θp ∈ I}
#{p ≤ x} = PE(I).
I per tant 2pi sin
2(x)dx = µ = µE , el que demostra la conjectura de Sato-Tate tal i com
l’hem enunciat.
Per tant, per a poder demostrar la conjectura de Sato-Tate utilitzant la teoria de Serre
e´s suficient veure que es compleixen les hipo`tesis del corol.lari 2.1.6. Comencem veient que la
hipo`tesi (1) definida en la teoria de Serre es compleix sempre en el cas que estem tractant, i
que de fet nome´s depe`n del cos K. Per comprovar la hipo`tesi (1) cal veure que la funcio´ L
associada al cara`cter trivial ρ0 defineix una funcio´ holomorfa i no nul.la en <(s) ≥ 1, excepte






i com ja hem comentat depe`n u´nicament de Σ i dels valors Nv. Observem que en el nostre
cas la funcio´ L(s, ρ0) e´s, llevat d’un nombre finit de factors, la funcio´ Zeta de Dedekind ζK(s).
Com ja hem vist quan demostra`vem el teorema de Chebotarev, la funcio´ ζK(s) defineix
una funcio´ holomorfa i no nul.la en <(s) ≥ 1 excepte per un pol simple en s = 1. Per tant,
com que L(s, ρ0) i ζK(s) difereixen d’un nombre finit de factors, tots ells no nuls en <(s) ≥ 1,
llavors es compleix la hipo`tesi (1).
Obtenim doncs que per demostrar la conjectura de Sato-Tate ens cal demostrar que per
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este´n a una funcio´ holomorfa i no nul.la en <(s) ≥ 1.
Presentem breument alguns resultats sobre representacions de grups, els quals podem
consultar a [4].
Sigui ρ una representacio´ 2-dimensional d’un grup G. Donat n ∈ N considerem la re-
presentacio´ (n + 1)-dimensional Symmnρ definida com la n-e`ssima pote`ncia sime`trica de la
representacio´ ρ. Veiem com podem interpretar Symmnρ.
Fixat g ∈ G tenim det(T − ρ(g)) = (T − α)(T − β). E´s a dir, els valors propis de ρ(g)
so´n {α, β}. Llavors es compleix que els valors propis de Symmnρ(g) e´s el conjunt de valors
{αn−iβi|0 ≤ i ≤ n}.
Considerem la representacio´ 2-dimensional natural r de SU(2). Llavors es compleix que
tota representacio´ irreductible de SU(2) e´s equivalent a Symmnr per algun n (cf. [4]). Fixat
v ∈ Σ ja hem vist que det(T − r(xv)) = (T − eiθv)(T − e−iθv). Per tant els valors propis









Fixat ` considerem la representacio´ ρE,` i les seves n-e`ssimes pote`ncies sime`triques Symm
nρE,`.
Recordant que det(T − ρE,`(φv)) = (T −
√
N(v)eiθv)(T −√N(v)e−iθv) definim la L-se`rie as-








Segons aquestes definicions esta` clar que es compleix la relacio´
L(s, Symmnr) = L(s− n/2, SymmnρE,`).
Aquesta igualtat i el fet que totes les representacions irreductibles no trivials de SU(2)
siguin de la forma Symmnr implica que la conjectura de Sato-Tate es pugui deduir a partir
de la segu¨ent conjectura.
Conjectura 3.5.1 (Tate). Sigui E/K una corba el.l´ıptica sense CM definida sobre un cos de
nombres K. Llavors L(s, SymmnρE,`) defineix una funcio´ holomorfa i no nul.la en <(s) ≥
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1 + n/2.
Aquesta conjectura va ser plantejada per John Tate en [28]. Per demostrar aquest resultat
sobre les funcions L(s, SymmnρE,`) e´s necessari introduir les representacions automorfes de
GLn(AF ), el grup general lineal de grau n sobre l’anell d’adeles d’un cos F .
No entrarem en aquesta teoria ni presentarem les notacions necessa`ries ja que excedeixen el
propo`sit de la nostra presentacio´. Per aquesta rao´ les definicions i resultats s’han d’interpretar
com una guia sense els detalls te`cnics dels resultats formals. Deixem pels lectors me´s avesats en
el tema la correcta interpretacio´ dels resultats que presentem. Podem interpretar el concepte
de representacio´ automorfa com una generalitzacio´ de forma modular. Podem consultar les
definicions necessa`ries en [5].
Tambe´ ens caldria definir les representacions automorfes cuspidals com un ana`leg de les
formes modulars cuspidals. Donada una representacio´ automorfa cuspidal pi de GLn(AF )
podem construir la L-se`rie associada L(s, pi). Es compleix que L(s, pi) e´s holomorfa i no nul.la
en <(s) ≥ (n+1)/2. Aquesta u´ltima propietat e´s la principal propietat que ens interessa sobre
les representacions automorfes, el que justifica que no fem cap introduccio´ a les definicions
oportunes.
Donada una representacio´ automorfa podem construir una representacio´ del grup GF =
G(F |F ). Direm que una representacio´ r de grau n de GF e´s automorfa si prove´ d’alguna
representacio´ pi de GLn(AF ). Si a me´s pi e´s cuspidal, tambe´ direm que r ho e´s. Llavors es
compleix que L(s, r) = L(s, pi), i per tant si pi e´s cuspidal llavors L(s, r) e´s holomorfa i no
nul.la en <(s) ≥ (n+ 1)/2. A me´s, si r e´s automorfa llavors tambe´ ho so´n les representacions
equivalents a r.
Veiem com podem utilitzar aquest resultat sobre representacions automorfes per demostrar
la conjectura de Sato-Tate. Recordem que SymmnρE,` e´s una representacio´ de GK de grau
n+1 i per tant te´ sentit suposar que SymmnρE,` prove´ d’una representacio´ automorfa cuspidal
pi de GLn+1(AK). Llavors L(s, pi) e´s holomorfa i no nul.la en <(s) ≥ 1 +n/2 i per tant tambe´
ho seria L(s, SymmnρE,`). Aix´ı doncs, si per tot n es te´ que Symm
nρE,` e´s automorfa cuspidal
llavors es compleix la conjectura de Tate 3.5.1. Aix´ı doncs la conjectura 3.4.1 de Sato-Tate e´s
certa si es compleix:
Conjectura 3.5.2 (Langlands). Sigui E una corba el.l´ıptica sense CM definida sobre un cos
de nombres K. Llavors per tot n la representacio´ SymmnρE,` e´s automorfa cuspidal.
E´s interessant donar un context histo`ric a aquesta conjectura per veure la seva trans-
cende`ncia dintre del desenvolupament de les matema`tiques en els u´ltims anys. Observem que
la Conjectura 3.5.2 de Langlands e´s un cas de la conjectura 2.2.1 d’Artin. Aquestes dues con-
jectures formen part del que e´s conegut com el programa de Langlands. Podem consultar [5],
[14] per me´s informacio´ sobre el programa de Langlands, incloent la conjectura 3.5.2. Aquest
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programa associa representacions automorfes a objectes de la teoria de nombres i de la geo-
metria algebraica, tot obtenint igualtats entre L-se`ries com a l’anterior conjectura. Moltes de
les conjectures del programa de Langlands encara estan obertes. Per veure l’importa`ncia de
les conjectures plantejades per aquest programa e´s suficient comentar que el teorema de Wiles
es pot interpretar com un cas particular de la conjectura anterior. De fet, el teorema de Wiles
demostra el teorema de modularitat, abans conegut com a conjectura de Taniyama-Shimura,
per algunes corbes el.l´ıptiques. Recordem l’enunciat d’aquest teorema.
Teorema 3.5.3 (Teorema de modularitat). Sigui E una corba el.l´ıptica sobre Q. Llavors
existeix una forma modular cuspidal f de GL2(AQ) tal que
L(s, f) = L(E, s),
on L(s, f) e´s la L-se`rie associada a f .
Per a corbes amb CM, el teorema de modularitat e´s el teorema 3.3.2. Per a corbes sense
CM, el teorema 3.5.3 e´s de fet un cas particular de la conjectura 3.5.2, prenent n = 1. Aixo`
es deu a que les representacions automorfes cuspidals de GL2(AK) les podem interpretar com
a formes modulars cuspidals, i L(s, Symm1ρE,`) com L(E, s). Podem consultar [29] per me´s
informacio´ sobre 3.5.3.
El teorema de Wiles va permetre demostrar el que segurament e´s un dels teoremes ma-
tema`tics me´s famosos, l’u´ltim teorema de Fermat. Per ser precisos, la demostracio´ de l’u´ltim
teorema de Fermat depe`n del teorema de Ribet, antigament conegut com la conjectura e`psilon.
Segons el teorema de Ribet, si exist´ıs un contraexemple del teorema de Fermat podr´ıem cons-
truir una corba el.l´ıptica que no compliria el teorema de modularitat.
Podem interpretar la conjectura 3.5.2 com la generalitzacio´ me´s natural del teorema 3.5.3.
En els u´ltims anys s’ha treball en la demostracio´ de la conjectura 3.5.2, pero` encara no
s’ha demostrat en tota generalitat. Veiem alguns resultats sobre la demostracio´ d’aquesta
conjectura.
• Com hem comentat, el cas n = 1 e´s el teorema de modularitat.
• El cas n = 2 e´s pot demostrar a partir del treball de Gelbart-Jacquet (veure [6]).
• Per n = 3 va ser demostrat per Kim-Shahidi (veure [12]).
• El cas n = 4 va ser comprovat recentment per Kim (veure [13]).
• Per n ≥ 5 tambe´ hi ha alguns resultats, essencialment de Kim, pero` cap demostracio´
gene`rica.
Per tant, per demostrar la conjectura de Sato-Tate 3.4.1, cal buscar un me`tode alternatiu
a la conjectura 3.5.2. Per aquest propo`sit cal considerar el treball realitzat per Richard Taylor.
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La primera part d’aquest treball es basa en demostrar una versio´ me´s de`bil de la conjectura
3.5.2, i nome´s per cossos totalment reals. Per aixo` ens cal una nocio´ de representacio´ automorfa
menys restrictiva.
Donada una representacio´ r de GK direm que e´s potencialment automorfa si existeix una
extensio´ de Galois F |K amb F totalment real de manera que r|GF , la restriccio´ de r a GF ,
e´s automorfa. Definim el concepte de potencialment automorfa cuspidal de manera ana`loga.
Utilitzant aquesta definicio´, es pot demostrar una versio´ me´s de`bil de la conjectura 3.5.2 pero`
que permet demostrar la conjectura de Sato-Tate 3.4.1. El segu¨ent teorema e´s el teorema 4.1
de [7], el qual esta` presentat en una versio´ me´s general.
Teorema 3.5.4 (Taylor). Sigui E una corba el.l´ıptica sense CM sobre un cos de nombres K
totalment real. Suposem a me´s que E te´ reduccio´ multiplicativa en algun primer. Llavors
SymmnρE,` e´s potencialment automorfa cuspidal per tot n.
Veiem com deduir la conjectura de Tate 3.5.1 a partir d’aquest teorema. Considerem
doncs una extensio´ de Galois F |K amb F totalment real de manera que SymmnρE,`|GF e´s
automorfa cuspidal. Llavors, segons el resultat de canvi de base de Langlands obtenim que
per tot cos intermig K ⊆ L ⊆ F amb F |L resoluble, la restriccio´ de SymmnρE,` a GL tambe´
e´s automorfa cuspidal. Per tant existeix una representacio´ piL de manera que Symm
nρE,`|GL
prove´ de piL i L(piL, s) = L(Symm
nρE,`|GL , s).
Per altra banda, gra`cies al teorema de representacio´ de Brauer podem descomposar el







on I e´s un conjunt finit i per cada i ∈ I es te´ ni ∈ Z, K ⊆ Fi ⊆ F amb F |Fi resoluble, i χi
una representacio´ 1-dimensional de G(F |Fi). El cara`cter IndG(F |K)G(F |Fi)χi e´s el cara`cter indu¨ıt per
la inclusio´ natural de G(F |Fi) en G(F |K). Consultar [4] per trobar la definicio´ de cara`cter
indu¨ıt, i tambe´ de la suma i producte de representacions que utilitzarem a continuacio´.
E´s clar que L(SymmnρE,`, s) = L(Symm
nρE,`⊗1, s), ja que la representacio´ SymmnρE,`⊗
1 e´s equivalent a SymmnρE,`. Utilitzant la descomposicio´ anterior de la representacio´ trivial





L(SymmnρE,` ⊗ Indχi, s)ni .
Observem que la representacio´ Ind χi s’ha d’interpretar com a representacio´ de GK .
Utilitzem ara que la L-se`rie dels cara`cters e´s la mateixa que la L-se`rie dels cara`cters indu¨ıts.
Com que el cara`cter indu¨ıt Ind χi prove´ del cara`cter χi de GFi , cal restringir Symm
nρE,` a
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GFi . Per tant es compleix
L(SymmnρE,` ⊗ Ind χi, s) = L(SymmnρE,`|GFi ⊗ χi, s).
Com ja hem comentat, segons el teorema 3.5.4 existeix una representacio´ piFi de manera





L(piFi ⊗ χi, s)ni .
Finalment, nome´s cal comprovar que el producte piFi⊗χi mante´ les propietats de piFi . Llavors,
com que piFi e´s una representacio´ automorfa cuspidal de GLn+1(AFi), la L-se`rie L(piFi ⊗χi, s)
e´s holomorfa i no nul.la en <(s) ≥ 1 + n/2.
Per tant podem deduir la conjectura 3.4.1 de Sato-Tate utilitzant el teorema 3.5.4. Veiem
com demostrar el teorema 3.5.4. El concepte principal per a la demostracio´ e´s el de famı´lia
compatible de representacions. Considerem la famı´lia de representacions {ρE,`}`. Anterior-
ment ja hem comentat que formaven una famı´lia compatible de representacions en el sentit de
Serre, ja que el polinomi caracter´ıstic de ρE,`(Frobp) te´ coeficients enters, independentment
de `. Formalitzem aquest concepte.
Definicio´ 3.5.5. Sigui K un cos de nombres i {ρ` : GK → GLn(Ql)}` una famı´lia de re-
presentacions indexada pels primers de Z. Direm que e´s una famı´lia compatible si per cada
primer p de K, excepte un nombre finit, existeix un polinomi mo`nic Pp(x) de Q[x] de manera
que el polinomi caracter´ıstic de ρ`(Frobp) coincideixi amb Pp(x).
Segons aquesta definicio´, e´s clar que {ρE,`}` e´s una famı´lia compatible de representacions.
Tambe´ podem comprovar que la famı´lia {SymmnρE,`}` e´s una famı´lia compatible de repre-
sentacions per a tot n. El resultat principal sobre les famı´lies compatibles de representacions
e´s el segu¨ent.
Teorema 3.5.6. Considerem una famı´lia compatible de representacions. Si una representacio´
de la famı´lia e´s automorfa llavors totes les representacions de la famı´lia so´n automorfes.
Segons aquest teorema, si SymmnρE,` e´s automorfa per a algun `, llavors tambe´ ho so´n
SymmnρE,`′ per a qualsevol `
′. Aix´ı doncs, per a demostrar el teorema 3.5.4 ens cal demostrar
que SymmnρE,` e´s potencial automorfa cuspidal per algun `.
Per aquest propo`sit e´s necessari introduir el teorema d’aixecament de la modularitat de
Taylor, que expliquem a continuacio´.
Donada una representacio´ r : GK → GLn(Ql) podem construir la representacio´ r¯ : GK →
GLn(F`) projectant sobre el cos residual de Ql. Anomenem a r¯ la representacio´ residual de r.
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Definicio´ 3.5.7. Diem que una representacio´ r0 : GK → GLn(F`) e´s automorfa si existeix
una representacio´ automorfa r : GK → GLn(Ql) tal que r¯ = r0.
Aix´ı doncs si r e´s automorfa llavors r¯ tambe´ e´s automorfa. En canvi si r¯ e´s automorfa no
podem afirmar que r sigui automorfa. Podem preguntar-nos doncs sota quines condicions, si r¯
e´s automorfa llavors tambe´ ho e´s r. Aquest problema e´s conegut com el problema d’aixecament
de la modularitat. El problema d’aixecament de la modularitat e´s un problema de gran intere`s
avui dia, i e´s en els u´ltims anys quan s’han obtingut resultats importants. Els teoremes que
permeten, sota les hipo`tesis necessa`ries, resoldre el problema d’aixecament de la modularitat
so´n coneguts com teoremes d’aixecament de la modularitat. Les hipo`tesis dels teoremes de
modularitat poden ser tant sobre les representacions r i r¯ com sobre el cos K.
Com a exemple de teorema d’aixecament de la modularitat tenim el teorema d’aixecament
de la modularitat de Taylor, el qual podem consultar en [1]. No e´s possible descriure les
hipo`tesis d’aquest teorema en la presentacio´ que estem realitzant. Comentem pero` que el
teorema d’aixecament de la modularitat de Taylor considera representacions de GK amb
K totalment real. Per demostrar el teorema 3.5.4 s’utilitza el teorema d’aixecament de la
modularitat de Taylor, i per tant e´s necessari considerar K totalment real en l’enunciat del
teorema 3.5.4.
Veiem com podem utilitzar el teorema d’aixecament de la modularitat per a demostrar
el teorema 3.5.4. Considerem dues representacions ρ, r : GK → GLn(Ql). Suposem que
existeixen dues representacions ρ′, r′ : GK → GLn(Ql′) de manera que
• ρ i ρ′ formen part d’una famı´lia compatible de representacions.
• r i r′ formen part d’una famı´lia compatible de representacions.
• r′ ∼= ρ′, e´s a dir, ρ′ e´s equivalent a r′.
Llavors si r e´s automorfa tambe´ ho e´s r′ gra`cies a la proposicio´ 3.5.6. Per tant r′ tambe´ ho
e´s, ja que e´s la reduccio´ de r′. Com que r′ ∼= ρ′, llavors ρ′ tambe´ e´s automorfa. Suposem
que podem aplicar un teorema d’aixecament de la modularitat a ρ′ per obtenir que ρ′ e´s
automorfa. Llavors per 3.5.6 obtenim que ρ e´s automorfa.
Per demostrar el teorema de Taylor 3.5.4 aplicarem successivament l’esquema que acabem
de descriure per a diverses representacions. El segu¨ent pas de la demostracio´ consisteix a
construir una famı´lia de representacions que ens permeti aplicar el raonament anterior. Per
a aquest propo`sit, cal construir una corba el.l´ıptica E′ definida sobre una extensio´ de Galois
F |K amb F totalment real. No detallarem la construccio´ de E′ ni de F , pero` si cal comentar
que per a construir la corba E′, utilitzem la hipo`tesi que E tingui reduccio´ multiplicativa en
algun primer de K. A me´s, una de les propietats que imposem e´s ρ¯E,` ∼= ρ¯E′,`. I per tant
tambe´ Symmnρ¯E,` ∼= Symmnρ¯E′,`.
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Finalment, cal considerar una extensio´ de Galois F ′|F amb F ′ totalment real i una famı´lia
compatible de representacions {r`}` de GF ′ de manera que
• r`′ ∼= Symmnρ¯E′,`′ .
• r`′′ ∼= Ind θ on θ e´s una representacio´ automorfa de GM i M |F ′ e´s una extensio´ de grau
dos amb M completament imaginari, de fet M e´s un cos de multiplicacio´ complexa.
Ind θ denota la representacio´ indu¨ıda a GF ′ .
Per poder demostrar els resultats posteriors, seria necessari imposar me´s condicions sobre
la famı´lia {r`}` pero` no e´s possible introduir-les en el context d’aquesta presentacio´. Si la
famı´lia {r`}` existeix, llavors podem obtenir que SymmnρE′,` e´s automorfa a partir del fet
que la representacio´ θ e´s automorfa.
Com que θ e´s automorfa sobre M , llavors Ind θ e´s automorfa sobre F ′. Per tant la seva
reduccio´ Ind θ e´s automorfa. Si Ind θ e´s automorfa llavors r`′′ e´s automorfa i utilitzant el
teorema d’aixecament de la modularitat de Taylor tambe´ ho e´s r`′′ . Com que r`′ pertany
a la mateixa famı´lia que r`′′ , obtenim que r`′ e´s automorfa i per tant r`′ tambe´. Per tant
Symmnρ¯E′,`′ e´s automorfa i tornant a utilitzar el teorema d’aixecament de la modularitat ve-
iem que SymmnρE′,`′ e´s automorfa. Llavors Symm
nρE′,` e´s automorfa i Symm
nρ¯E′,` tambe´.
Finalment, com que Symmnρ¯E,` ∼= Symmnρ¯E′,`, tenim que Symmnρ¯E,` e´s automorfa i utilit-
zant el teorema d’aixecament de la modularitat per darrera vegada concluem que SymmnρE,`
e´s automorfa sobre F ′.
Veiem un esquema per aclarir com es transmet la propietat de ser representacio´ automor-
fa. Donades dues representacions r1 i r2, escriurem r1 → r2 quan podem deduir que r2 e´s
automorfa a partir que r1 e´s automorfa. En cada implicacio´ escriurem
Red: si r2 e´s automorfa ja que e´s la reduccio´ de r1.
R Eq: si r1 ∼= r2.
FCR: si r1 i r2 formen part d’una famı´lia compatible de representacions.
TAM: si utilitzem el teorema d’aixecament de la modularitat sobre la representacio´ redu¨ıda
r1 de r2.
Ind θ
Red−−−−→ Ind θ R Eq−−−−−→ r`′′ TAM−−−−−→ r`′′ FCR−−−−−→ r`′ Red−−−−→ r`′ R Eq−−−−−→
R Eq−−−−−→ Symmnρ¯E′,`′ TAM−−−−−→ SymmnρE′,`′ FCR−−−−−→ SymmnρE′,` Red−−−−→
Red−−−−→ Symmnρ¯E′,` R Eq−−−−−→ Symmnρ¯E,` TAM−−−−−→ SymmnρE,`
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En resum, com que Ind θ e´s automorfa sobre F ′, llavors SymmnρE,` tambe´ e´s automorfa
sobre F ′. Finalment, per a demostrar el teorema 3.5.4 ens cal veure que SymmnρE,` e´s cuspidal
sobre F ′, fet que podem comprovar a partir de la pro`pia construccio´ de les representacions.
L’u´ltim comentari sobre la demostracio´ del teorema 3.5.4 e´s sobre la construccio´ de la
famı´lia compatible de representacions {r`}`. Per n parell, aquesta famı´lia es construeix a
partir de les varietats algebraiques
s(Xn+10 + . . .+X
n+1
n ) = (n+ 1)tX0 · · ·Xn
on [X0 : . . . : Xn] i [s : t] so´n coordenades homoge`nies de Pn i P1, respectivament. Per ser
precisos, haur´ıem de considerar aquestes varietats com a esquemes sobre Z[ 1n+1 ].
No detallarem la construccio´ de la famı´lia r` a partir d’aquestes hipersuperf´ıcies. E´s
suficient comentar que considerant valors de t en cossos F totalment reals i de Galois sobre Q,
podem obtenir sistemes compatibles de representacions de GF a partir de representacions del
grup de cohomologia central de la varietat. Observem que per a construir {r`}` e´s necessari que
n sigui parell. Per a n senar, podem demostrar el teorema aprofitant aquestes representacions,
enunciant els resultats de forma precisa.
Amb aquest u´ltim comentari acabem l’esquema de la demostracio´ de la conjectura de
Sato-Tate 3.4.1. Veiem un resum dels passos que hem seguit.
• Utilitzem la teoria de Serre per a demostrar que la conjectura de Sato-Tate depe`n de la
converge`ncia de les L-se`ries obtingudes a partir de la corba.
• Per demostrar la converge`ncia d’aquestes L-se`ries veiem que equivalen a les L-se`ries
d’altres objectes algebraics, seguint el programa de Langlands. En el nostre cas, repre-
sentacions automorfes cuspidals.
• Per demostrar la igualtat entre L-se`ries ens calen, principalment, dos tipus de resultats:
– Teoremes d’aixecament de la modularitat. En el nostre cas el teorema d’aixecament
de la modularitat de Taylor.
– Construir famı´lies compatibles de representacions. Per a aquest propo`sit es cons-
trueixen famı´lies compatibles a partir dels grups d’homologia de varietats algebrai-
ques. Per exemple, podem pensar en les representacions ρE,`(E) associades a una
corba el.l´ıptica E. En aquest cas, nome´s cal observar que T`(E) e´s el dual del
primer grup d’homologia e`tale d’E.
Cap´ıtol 4
Generalitzacio´ de la conjectura de
Sato-Tate a ge`neres superiors
Havent presentat la conjectura de Sato-Tate, e´s interessant preguntar-se sobre la generalitzacio´
a corbes algebraiques de ge`nere superior a 1. Per establir la generalitzacio´ de la conjectura de
Sato-Tate ens calen generalitzar alguns resultats previs sobre corbes el.l´ıptiques. E´s interessant
tenir present com hem procedit en presentar la conjectura de Sato-Tate 3.4.1 per a observar
l’analogia del proce´s que realitzarem a continuacio´ i el realitzat per a corbes el.l´ıptiques.
4.1 Preliminars sobre corbes algebraiques
Generalitzem alguns dels resultats obtinguts per a corbes el.l´ıptiques. Observem que les corbes
de ge`nere superior a 1 no tenen una estructura de grup natural. Tot i aix´ı, ens sera` necessari
associar a la corba un anell d’endomorfismes, el qual ja hem vist que interve´ a l’hora de
plantejar la conjectura de Sato-Tate.
Sigui doncs C una corba algebraica no singular de ge`nere g definida sobre un cos K.
Considerem la varietat jacobiana de C, la qual denotarem per Jac(C). Podem trobar la
definicio´ de varietat Jacobiana a [27] a trave´s de la varietat de Picard, la qual definim a partir
dels divisors de C. La Jacobiana de C e´s una varietat abeliana de dimensio´ g sobre K, i
per tant podem considerar l’anell d’endomorfismes de Jac(C). Abusant de notacio´ escriurem
End(C) per a referir-nos a End(Jac(C)), i utilitzarem les notacions ana`logues a les utilitzades
en el cas de corbes el.l´ıptiques.
Per corbes el.l´ıptiques el teorema 3.1.2 classifica l’estructura de l’anell d’endomorfismes.
Aquest resultat es pot generalitzar per a varietats abelianes com el teorema 2.5.7 de [20].
Direm que una varietat abeliana e´s simple si no e´s isogena al producte de varietats de di-
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mensio´ inferior. No definirem els conceptes relacionat a la polaritzacio´ d’una varietat abeliana
ja nome´s ens interessara` aplicar el teorema a la Jacobiana d’una corba. La varietat Jacobi-
ana te´ de forma natural una polaritzacio´ el que ens permet aplicar el teorema anterior sense
necessitat de descriure la polaritzacio´. Podem trobar les definicions i els resultats relacionats
amb aquest teorema a [17].
Teorema 4.1.1. Sigui A una varietat abeliana simple de dimensio´ g definida sobre un cos
algebraicament tancat k i L una polaritzacio´ de A. Sigui F = End(A)⊗Q l’a`lgebra de divisio´
associada als endomorfismes de A i K el centre de F . Definim la involucio´ de Rosati ′ de F
a partir de la polaritzacio´ L i K0 = {f ∈ K|f = f ′}. Sigui
e0 = [K0 : Q], e = [K : Q], d2 = [F : K].
Aleshores nome´s es poden donar les segu¨ents quatre possibilitats:
Tipus I(e0): F = K = K0 e´s un cos totalment real i la involucio´ e´s la identitat sobre F ,
′ = IdF . A me´s es compleix e0|g.
Tipus II(e0): K = K0 e´s un cos totalment real. F e´s una a`lgebra de quaternions sobre K
tal que ∀σ : K → R morfisme sobre Q es te´
F ⊗K R(σ) ∼= M2(R)
on R(σ) e´s la K-a`lgebra definida via σ i el producte tensorial es refereix al producte de
K-a`lgebras. A me´s es compleix 2e0|g.
Tipus III(e0): K = K0 e´s un cos totalment real. F e´s una a`lgebra de quaternions sobre K
tal que ∀σ : K → R morfisme sobre Q es te´
F ⊗K R(σ) ∼= H
on H e´s la R-a`lgebra dels quaternions de Hamilton. A me´s es compleix 2e0|g si car(k) =
0 i e0|g si car(k) > 0.
Tipus IV(e0,d): K0 e´s un cos totalment real i K e´s un extensio´ quadra`tica de K0 totalment
imagina`ria. F e´s una a`lgebra de divisio´ sobre K. A me´s es compleix e0d
2|g si car(k) = 0
i e0d|g si car(k) > 0.
Si considerem una varietat definida sobre un cos k no algebraicament tancat llavors l’u´nic
que podem afirmar e´s que End0k(A) e´s una suba`lgebra de End
0
k
(A) i que Endk(A) e´s un
ordre de End0k(A). Tot i aix´ı, si la varietat A esta` definida sobre un cos de nombres K llavors
existeix una extensio´ finita L|K de manera que EndL(A) = EndK(A). Per tant segons aquest
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resultat podem considerar que tots els endomorfismes d’A estan definits sobre una extensio´
finita de K.
Observem que si A e´s una corba el.l´ıptica sobre un cos de nombres llavors el teorema
4.1.1 implica el teorema 3.1.2 ja que els u´nics casos possibles so´n I(1) i IV(1,1). E´s directe
comprovar que el cas I(1) e´s el cas sense CM i que IV(1,1) e´s el cas amb CM.
Un cop presentada la classificacio´ de l’anell d’endomorfismes construirem el mo`dul de
Tate de forma ana`loga al cas de corbes el.l´ıptiques. A partir de l’operacio´ de grup en Jac(C),
definim el morfisme [m] per tot m ∈ Z. Donat un primer ` diferent de car(K), definim el
mo`dul Tate `-a`dic de Jac(C) com el l´ımit projectiu dels grups ker[`k] respecte les aplicacions




Abusant de notacio´ escriurem T`(C) per a referir-nos al mo`dul de Tate de la Jacobiana
de C. T`(C) te´ estructura de Z`-mo`dul lliure de rang igual a dues vegades la dimensio´ de la
Jacobiana. A me´s, podem construir una accio´ de GK sobre T`(C) tot fent actuar GK sobre
els elements de ker[`k]. Aix´ı doncs obtenim una representacio´
ρC,` : GK → Aut(T`(C)).
Com ja hem fet per a corbes el.l´ıptiques, si escollim una base de T`(C) podem considerar
ρC,` com a morfisme entre GK i GL2g(Z`). A me´s, la inclusio´ Z` ⊆ Q` ens permet interpretar
ρC,` com una representacio´ 2g-dimensional de GK sobre Q`. Per descriure ρC,`, presentem la
L-se`rie associada a C.
Definicio´ 4.1.2. Sigui K e´s un cos finit de q elements. Sigui C una corba definida sobre K.









on Kn e´s un cos de q
n elements i C(Kn) denota el conjunt de punts de C amb coordenades a
Kn.
Per corbes el.l´ıptiques utilitza`vem el teorema de Hasse 3.1.7 per a deduir els resultats
necessaris per a plantejar la conjectura de Sato-Tate 3.4.1. Per corbes de ge`nere arbitrari
l’ana`leg al teorema de Hasse e´s les conjectures de Weil, que van ser demostrades en la seva
totalitat per Pierre Deligne.
Teorema 4.1.3 (Conjectures de Weil). Sigui C una corba algebraica no singular de ge`nere
56 CAPI´TOL 4. SATO-TATE EN GE`NERES SUPERIORS
g definida sobre un cos finit K de q elements. Denotem per Z(T,C) la funcio´ zeta de C.
Llavors es compleix:
Racionalitat. Z(T,C) e´s una funcio´ racional en T , e´s a dir, e´s un quocient de polinomis a
coeficients racionals.
Equacio´ funcional. Sigui E la caracter´ıstica d’Euler de C, e´s a dir, E = 2 − 2g. Llavors




, C) = qE/2tEZ(T,C).
Hipo`tesi de Riemann. Podem escriure
Z(T,C) =
L(T )
(1− T )(1− qT )
on L(T ) e´s un polinomi de grau 2g amb coeficients enters. A me´s es compleix que
L(T ) =
∏
(1− αiT ) amb αi ∈ C i |αi| = √q.
Tot i que la versio´ que hem donat de les conjectures de Weil e´s nome´s per corbes, les
conjectures de Weil van ser establertes l’any 1949 per Andre´ Weil per a varietats algebrai-
ques. L’any 1974 Pierre Deligne va demostrar la hipo`tesi de Riemann per varietats, concloent
d’aquesta manera la demostracio´ de les conjectures de Weil. Les conjectures de Weil per
corbes el.l´ıptiques es dedueixen a partir del teorema de Hasse 3.1.7, que ja va ser demostrat
durant els anys 30. Podem consultar a [8] per la definicio´ i demostracio´ de les conjectures de
Weil sobre varietats. La demostracio´ es centra essencialment en resultats sobre la dualitat de
Poincare´ i el teorema del punt fix de Lefschetz en esquemes.
Suposem ara que K e´s un cos de nombres. Donat un primer p de K definim la corba
redu¨ıda Cp de manera ana`loga al proce´s realitzat per a corbes el.l´ıptiques. Definim Lp(T ) com
el polinomi L(T ) definit en aplicar les conjectures de Weil 4.1.3 a Cp, e´s a dir,
Z(T,Cp) =
Lp(T )
(1− T )(1−N(p)T ) .
Tal i com obten´ıem per corbes el.l´ıptiques, els polinomis Lp(T ) defineixen els factors locals
de la L-se`rie de la corba C. I a me´s obtenim que Lp(T ) e´s el polinomi caracter´ıstic de
ρC,`(Frobp), on Frobp e´s una classe de conjugacio´ de l’ automorfisme de Frobenius de p en K.
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on els factors locals en els primers de mala reduccio´ es defineixen de forma ana`loga a com ho
hem fet per a corbes el.l´ıptiques.
4.2 Equidistribucio´ de Frobenii en corbes de ge`nere superior
A partir de les definicions anteriors generalitzarem la conjectura de Sato-Tate, reformulant
alguna de les hipo`tesis. Sigui C una corba algebraica no singular de ge`nere g definida sobre un
cos K. Sigui p un primer de K on C te´ bona reduccio´. Considerem el factor local de la L-se`rie
de C. En venir definit a partir de les conjectures de Weil 4.1.3, tenim que Lp(T ) te´ grau 2g i el
conjunt de les seves arrels e´s de la forma {±√N(p)eiθp,k |1 ≤ k ≤ g}. Considerem el polinomi
Lp(T ) = Lp(
√
N(p)T ), el qual te´ totes les seves arrels unita`ries. Per tant el conjunt de les
arrels de Lp(T ) e´s {±eiθp,k |1 ≤ k ≤ g} amb θp,k ∈ [0, pi]. Per tal que l’ordre que hem donat a
les arrels no intervingui en les definicions posteriors considerarem el conjunt {θp,k|1 ≤ k ≤ g}
en [0, pi]g/Sg, el quocient de [0, pi]g respecte les permutacions de les coordenades.
Fent variar p respecte els primers de K on C te´ bona reduccio´, obtenim una successio´
{(θp,1, . . . , θp,g)} en [0, pi]g/Sg. Podem doncs preguntar-nos si aquesta successio´ esta` equidis-
tribu¨ıda respecte alguna mesura µC de [0, pi]
g/Sg. Per simplificar la notacio´, considerarem µC
com una mesura de [0, pi]g, invariant per Sg. Observem que si g = 1 el plantejament e´s el
mateix que el realitzat per la conjectura de Sato-Tate 3.4.1.
L’objectiu e´s utilitzar la teoria de Serre per a calcular µC . Segons la notacio´ de la teoria
de Serre definim Σ com el conjunt de primers de K on C te´ bona reduccio´. Per v ∈ Σ definim
Nv com la norma de v. Definim el grup G com USp(2g), el grup de les matrius 2g × 2g a
coeficients complexes simple`ctiques i unita`ries. Observem que USp(2) = SU(2) ja que una
matriu 2× 2 e´s simple`ctica si i nome´s si e´s unita`ria.
Veiem com definir xv. Donat un polinomi amb coeficients reals de grau 2g direm que e´s
simple`ctic unitari si el conjunt de les seves arrels e´s de la forma {±eiθ1 , . . . ,±eiθg}. Com que
tot polinomi queda determinat per les seves arrels obtenim una bijeccio´ entre els polinomis
simple`ctics unitaris i els conjunts de la forma {±eiθ1 , . . . ,±eiθg}, mo`dul permutacio´ de les
arrels. A me´s podem veure que els polinomis caracter´ıstics dels elements de USp(2g) so´n
simple`ctics unitaris i que de fet tenim una bijeccio´ entre els polinomis simple`ctics unitaris i
les classes de conjugacio´ de USp(2g).
Definim doncs xv com la classe de conjugacio´ de USp(2g) associada al polinomi simple`ctic
unitari Lv(T ), amb arrels {(±eθv,1 , . . . ,±eθv,g)}. Observem que, donat que Lv(T ) e´s el poli-
nomi caracter´ıstic de ρC,`(Frobv), obtenim que podem definir xv a partir del conjunt d’arrels
del polinomi det(N(p)T − ρC,`(Frobv)). Aplicant la teoria de Serre a les definicions anteriors
obtenim la segu¨ent generalitzacio´ de la conjectura de Sato-Tate.
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Suposem que la successio´ (xv)v∈Σ esta` equidistribu¨ıda respecte una mesura µ de USp(2g).
Considerem la segu¨ent aplicacio´ h entre USp(2g) i [0, pi]g/Sg: donat un element x de USp(2g)
definim la imatge de x per h a partir de les arrels del seu polinomi caracter´ıstic, {±eiθ1 , . . . ,±eiθg},
com h(x) = (θ1, . . . , θg) en [0, pi]
g/Sg. Llavors (h(xv))v∈Σ esta` equidistribu¨ıt respecte la me-
sura h∗(µ) de [0, pi]g.
Per tant, segons el plantejament anterior, obtindr´ıem µC = h∗(µ). Es natural preguntar-se
si podem obtenir una expressio´ expl´ıcita de µC , tal i com hem vist per a corbes el.l´ıptiques.
Per aquest propo`sit utilitzem la fo´rmula d’integracio´ de Weyl. Segons aquesta teoria podem
trobar l’expressio´ expl´ıcita de la mesura de Haar d’alguns grups de matrius. Podem trobar
aquest resultat a [9], on a me´s tambe´ podem trobar una altra aproximacio´ a la conjectura de
Sato-Tate a trave´s del model de matrius aleato`ries. No descriurem aquest plantejament per
a simplificar el desenvolupament que realitzarem posteriorment.
Per exemple, si µUSp(2g) e´s la mesura de Haar de USp(2g), llavors l’expressio´ de la mesura














Observem com per g = 1 obtenim la distribucio´ de Sato-Tate.
Aix´ı doncs podem generalitzar la conjectura de Sato-Tate com
Conjectura 4.2.1. Sigui C una corba algebraica C de ge`nere g sobre un cos de nombres K.














E´s evident que no podem esperar que aquesta conjectura sigui certa en general per a tota
C ja que per a corbes el.l´ıptiques E nome´s es compleix si la corba no te´ multiplicacio´ complexa,
e´s a dir, si End(E) = Z. Podem esperar que per a corbes de ge`nere arbitrari tambe´ calgui
imposar alguna restriccio´ sobre C per tal que es compleixi 4.2.1. El me´s simple e´s pensar en
la restriccio´ End(C) = Z, on recordem que End(C) es refereix a l’anell d’endomorfismes de
la Jacobiana de C. Tot i aixo`, la condicio´ segons la qual es presenta actualment la conjectura
de Sato-Tate no e´s End(C) = Z.
Considerem les representacions
ρC,` : GK → GL2g(Z`).
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Segons la topologia de GK , el conjunt d’automorfismes de Frobenius dels primers de K
e´s dens en GK . Com que la imatge dels automorfismes de Frobenius te´ com a polinomi
caracter´ıstic un polinomi simple`ctic, obtenim que ρC,`(GK) ⊆ GSp(2g,Z`), el grup de matrius
simple`ctiques.
Definicio´ 4.2.2. Direm que C te´ imatge de Galois gran si ρC,`(GK) e´s dens, respecte la
topologia de Zariski, en GSp(2g,Z`).
Observem que la definicio´ anterior depe`n de `. Pero` a trave´s dels resultats de Serre [24]
sobre representacions l-a`diques, obtenim que la definicio´ anterior e´s independent de `, e´s a dir,
si ρC,`(GK) e´s dens en GSp(2g,Z`) llavors ρC,`′(GK) e´s dens en GSp(2g,Z′`) per a qualsevol
`′.
La propietat que C tingui imatge de Galois gran e´s la propietat que imposarem per a
plantejar la conjectura de Sato-Tate generalitzada. Aix´ı doncs e´s interessant poder determinar
quan una corba te´ o no imatge de Galois gran. Aquest problema representa encara avui dia
un problema obert. Es coneixen pero` alguns resultats que ens permet afirmar que una corba
te´ imatge de Galois gran, i que tambe´ ens relacionen aquesta propietat amb End(C) = Z, que
hav´ıem considerat inicialment. Tenim que qualsevol de les propietats segu¨ents implica que C
te´ imatge de Galois gran:
• C te´ ge`nere senar, 2 o 6 i End(C) = Z (veure [25]).
• C e´s una corba hiperel.l´ıptica y2 = f(x) amb f(x) de grau superior a 5 i grup de Galois
Sn o An (veure [30]).
• C te´ bona reduccio´ fora d’un conjunt de primers S i la imatge de la reduccio´ mo`dul `
de ρE,` correspon a GSp(2g,Z/`Z) per algun primer ` ≥ c(g, S). Aqu´ı, c(g, S) e´s una
constant que nome´s depe`n de g i S (veure [3],[24]).
Veiem com podem relacionar que una corba tingui imatge de Galois gran amb la conjectura
de Sato-Tate. Considerem la segu¨ent cadena d’inclusions
GSp(2g,Z`)→ GSp(2g,Q`)→ GSp(2g,Q`)→ GSp(2g,C).
En l’u´ltim morfisme utilitzem que Q` i C so´n isomorfs, i fixem un isomorfisme entre aquests
dos cossos.
DenotemG` = ρC,`(GK). Com que ρC,`(GK) ⊆ GSp(2g,Z`), podem prendre la clausura de
Zariski de G` a trave´s de la cadena d’inclusions anterior, obtenint el subgrup G` ⊆ GSp(2g,C).
Intersectem G` amb el grup de matrius unita`ries, tot obtenint un grup reductiu R sobre C.
Tot grup reductiu sobre C te´ un subgrup compacte maximal, e´s a dir un grup maximal
en el conjunt de subgrups compactes. Elegim doncs un subgrup compacte maximal H de R.
60 CAPI´TOL 4. SATO-TATE EN GE`NERES SUPERIORS
Segons aquestes notacions si G` e´s dens, respecte la mesura de Zariski, en GSp(2g,Z`) llavors
H = USp(2g). En general, pero`, obtenim que H e´s un subgrup compacte de USp(2g), el qual
suposarem infinit.
Observem a me´s que donada la classe de conjugacio´ Frobp de GK existeix una u´nica
classe de conjugacio´ de H amb polinomi caracter´ıstic Lp(T ). Per tant podem definir xv com
la classe de conjugacio´ en H definida per Lv(T ), el que ens permet aplicar la teoria de Serre
per a demostrar que {xv}v∈Σ esta` equidistribu¨ıda respecte una mesura µ de H.
Suposem que la successio´ {xv}v∈Σ esta` equidistribu¨ıda respecte la mesura de Haar µH de
H ⊆ USp(2g). Sigui h l’aplicacio´ definida anteriorment entre USp(2g) i [0, pi]g/Sg. Podem
considerar de manera natural µH com una mesura de USp(2g). Llavors (h(xv))v∈Σ esta`
equidistribu¨ıt respecte la mesura h∗(µH) de [0, pi]g.
Observem que hem definit H com un subgrup compacte maximal, el que determina H
llevat de conjugacio´. Pero` com que el polinomi caracter´ıstic de dos matrius conjugades e´s
ide`ntic obtenim que la mesura h∗(µH) no depe`n de l’eleccio´ del grup H.
Definicio´ 4.2.3. Definim, llevat de conjugacio´, HC com el grup H definit anteriorment.
Obtenim aix´ı la segu¨ent generalitzacio´ de la conjectura de Sato-Tate.
Conjectura 4.2.4 (Sato-Tate generalitzada). Sigui C una corba algebraica C de ge`nere g
sobre un cos de nombres K. Llavors existeix un subgrup compacte infinit H ⊆ USp(2g) tal
que la successio´ (θv,1, . . . , θv,g)v∈Σ esta` equidistribu¨ıda en [0, pi]g respecte la mesura h∗(µH).
A me´s la igualtat es compleix si, i nome´s si C te´ imatge de Galois gran.
Definicio´ 4.2.5. Segons la notacio´ de la conjectura direm que C esta` distribu¨ıda respecte H
i que H e´s un grup de distribucio´ de C.
Podem conjecturar que HC e´s un grup de distribucio´ de la corba C.
La conjectura 4.2.4 segueix oberta. Recordem que de fet el cas g = 1 e´s la conjectura
de Sato-Tate, que va ser resolta recentment. Actualment per a resoldre la conjectura 4.2.4
es segueix l’esquema desenvolupat per a resoldre la conjectura de Sato-Tate. Recordem que
aquest esquema consisteix en els segu¨ents punts:
• Utilitzar la teoria de Serre per a demostrar que la conjectura de Sato-Tate depe`n de la
converge`ncia de les L-se`ries obtingudes a partir de la corba.
• Seguint el programa de Langlands, demostrar la converge`ncia d’aquestes L-se`ries, tot
veient que equivalen a L-se`ries de representacions automorfes.
• Per demostrar la igualtat entre L-se`ries calen, principalment, dos tipus de resultats:
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– Teoremes d’aixecament de la modularitat.
– Construir famı´lies compatibles de representacions.
Actualment encara no es te´ gaire coneixement sobre la conjectura de Sato-Tate genera-
litzada 4.2.4. En aquest sentit no nome´s ens referim a la demostracio´ de la conjectura en
certs casos sino´ a altres qu¨estions com la descripcio´ dels grups de distribucio´ de les corbes o
l’expressio´ expl´ıcita de la distribucio´ corresponent a la corba. Recordem a me´s que la conjec-
tura de Sato-Tate nome´s esta` demostrada per a corbes definides sobre cossos totalment reals.
Per tant la recerca actual sobre la conjectura generalitzada es centra principalment en corbes
sobre cossos totalment reals, i en la majoria dels casos considerant corbes sobre Q. A me´s els
principals resultats teo`rics corresponen a corbes amb imatge de Galois gran.
Aix´ı doncs no presentarem cap altre resultat teo`ric sobre la conjectura generalitzada 4.2.4.
Presentarem pero` alguns resultats nume`rics que reforcen la conjectura. Aquests resultats
corresponen a l’article [10] recentment publicat per Kiran S. Kedlaya i Andrew V. Sutherland
del Massachusetts Institute of Technology. En aquest article s’estudia la conjectura de Sato-
Tate generalitzada 4.2.4 per a corbes sobre Q de ge`nere 2, obtenint una classificacio´ dels grups
de distribucio´.
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Cap´ıtol 5
Corbes de ge`nere 2
Seguirem el desenvolupament realitzat en [10] presentant els conceptes i resultats principals
obtinguts per corbes definides sobre Q de ge`nere 2. Abans pero` de considerar corbes de ge`nere
2 e´s interessant tornar a considerar corbes el.l´ıptiques. Recordem que els resultats obtinguts
per corbes el.l´ıptiques es dedueixen de dos plantejaments diferents, depenent de si la corba te´
o no CM. Com a exemple per corbes de ge`nere superior reinterpretarem els resultats sobre
corbes el.l´ıptiques en base de la conjectura 4.2.4.
5.1 Reinterpretacio´ de la conjectura de Sato-Tate per a corbes
el·l´ıptiques
Considerem una corba el.l´ıptica E/Q. Segons la conjectura 4.2.4 E esta` distribu¨ıda respecte
SU(2) si, i nome´s si E te´ imatge de Galois gran. Com ja hem vist, per a g = 1 la condicio´
End(E) = Z implica que E te´ imatge de Galois gran i per tant obtindr´ıem que la distribucio´
µE e´s la distribucio´ de Sato-Tate si, i nome´s si, E no te´ CM. Observem que no hem fet
refere`ncia al fet que la corba E tingui reduccio´ multiplicativa en algun primer, i per tant la
conjectura 4.2.4 ampliaria els resultats actuals sobre la conjectura de Sato-Tate.
Suposem doncs que E no te´ imatge de Galois gran, i per tant E te´ CM. Com ja hem vist an-
teriorment a partir del teorema 3.3.2 es compleix µE = 1/2µunif +1/2δpi/2. Veiem com podem
interpretar aquesta distribucio´ a partir de la mesura de Haar d’un subgrup H de SU(2). Con-
siderem el grup ortogonal SO(2) ⊆ SU(2). Observem que la mesura de Haar µSO(2) de SO(2)
e´s la mesura uniforme ja que SO(2) e´s isomorf a S1. El normalitzador N(SO(2)) de SO(2)
te´ ı´ndex 2 sobre SO(2) i per tant la mesura de Haar µN(SO(2)) de N(SO(2)) tambe´ e´s la me-
sura uniforme. Considerem l’aplicacio´ h entre SU(2) i [0, pi] definida anteriorment i calculem
h∗(µN(SO(2))). Com que N(SO(2)) te´ dues components connexes, SO(2) i N(SO(2)) \SO(2)
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es compleix la igualtat
h∗(µN(SO(2))) = h∗(µN(SO(2))|SO(2)) + h∗(µN(SO(2))|N(SO(2))\SO(2))
on h∗(µN(SO(2))|SO(2)) i h∗(µN(SO(2))|N(SO(2))\SO(2)) tenen mesura total 1/2. Per una banda e´s
clar que µ(µN(SO(2)))|SO(2) = 1/2µSO(2) i per tant h∗(µN(SO(2)))|SO(2)) = 1/2µunif . Per altra
banda, tots els elements de N(SO(2)) \ SO(2) pertanyen a la mateixa classe de conjugacio´,
ja que tots tenen polinomi caracter´ıstic T 2 + 1. Per tant h(N(SO(2)) \ SO(2)) = pi/2 i
h∗(µN(SO(2)))|N(SO(2))\SO(2)) = 1/2δpi/2. Aix´ı doncs h∗(µN(SO(2))) = 1/2µunif+1/2δpi/2 = µE ,
el que permet assumir que E esta` distribu¨ıda respecte N(SO(2)).
El resultat anterior l’hem dedu¨ıt u´nicament acceptant 4.2.4, buscant un grupH que s’ajusti
a la conjectura. Tambe´ hi ha resultats teo`rics que ens permeten donar me´s consiste`ncia a la
deduccio´ anterior. Per ` prou gran es compleix que la imatge de GQ per la representacio´
redu¨ıda de ρE,l e´s el normalitzador d’un subgrup de Cartan propi. Si aquesta propietat es
transmet de la representacio´ redu¨ıda a la representacio´ ρE,l llavors ρE,l(GQ) e´s el normalitzador
d’un subgrup de Cartan propi i com que el grupHE el constru¨ım com una clausura de ρE,l(GQ),
te´ sentit assumir que HE e´s el normalitzador d’un subgrup de Cartan propi de SU(2). Els
u´nics subgrups compactes infinits de SU(2) so´n, llevat de conjugacio´, SO(2), el normalitzador
de SO(2) i SU(2). Aix´ı doncs segons les hipo`tesis anteriors nome´s es pot donar que HE sigui
conjugat al normalitzador de SO(2).
Observem a me´s que segons els resultats anteriors SO(2) no e´s el grup de distribucio´ de
cap corba el.l´ıptica. Per tant, a l’hora de descriure els possibles grups per corbes de ge`nere
superior no e´s suficient en cone`ixer tots els subgrups compactes infinits de USp(2g) sino´ que
cal estudiar quins d’ells poden ser el grup de distribucio´ d’alguna corba de ge`nere g.
5.2 Resultats nume`rics
Els resultats per a g = 1 ens serveix com a model per a estudiar les corbes de ge`nere 2.
Presentem l’estudi realitzat en [10], el qual consisteix en dos parts principals. En primer
terme es calculen les possibles distribucions corresponents a corbes de ge`nere 2 i posteriorment
constru¨ım subgrups de USp(4) que siguin grups de distribucio´.
5.2.1 Ca`lcul de la distribucio´ de corbes
Comencem descrivint com obtenir la distribucio´ associada a una corba no singular C de ge`nere
g. Per calcular la mesura associada a C s’utilitzen els polinomis Lp(T ). Els algoritmes per a
realitzar el ca`lcul d’aquests polinomis es pot consultar en [11]. El me´s natural per a calcular la
mesura µC e´s calcular les arrels de Lp(T ) fent variar p per obtenir una aproximacio´ de h∗(µC).
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Pero` segons aquest plantejament no esta` clar com es pot diferenciar diverses distribucions o
comprovar que dues successions estan distribu¨ıdes respecte la mateixa mesura. Un me`tode
molt me´s efectiu consisteix en considerar les distribucions dels coeficients del polinomi. O
me´s generalment de polinomis sime`trics en les arrels de Lp(T ). Sigui s un polinomi sime`tric,
calculem la successio´ de moments de la variable aleato`ria X definida al avaluar s en els valors
propis d’una matriu aleato`ria.
Definicio´ 5.2.1. La successio´ de moments d’una variable aleato`ria X e´s defineix per
M [X] = (E[X0], E[X], E[X2], E[X3], . . .)
Usant la condicio´ de Carleman ([15] p.126) obtenim que la successio´ M [X] determina de
manera u´nica la distribucio´ de X. Aix´ı doncs obtenim el segu¨ent resultat, el qual ens permetra`
realitzar el ca`lcul nume`ric.
Proposicio´ 5.2.2. Suposem certa la conjectura 4.2.4. Sigui C una corba racional no singular
de ge`nere g. Sigui H un grup de distribucio´ de C. Sigui s(x1, . . . , x2g) un polinomi sime`tric
real. Considerem sp com el valor obtingut al avaluar s en les arrels de Lp(T ) i {sp}p com la
successio´ dels valors anteriors. Sigui X la variable aleato`ria definida avaluant s en les arrels
d’una matriu aleato`ria de H. Llavors els moments de X existeixen i determinen la distribucio´
de X. A me´s el l´ımit de la mitjana dels valors snp pels p ≤ N on C te´ bona reduccio´ convergeix
a E[Xn] quan N →∞.
Es consideren els polinomis sime`trics elementals ak i els polinomis sime`trics de Newton sk
amb 2g variables. Recordem que el polinomi sime`tric k-e`ssim es defineix per




Observem que el polinomi sime`tric elemental k-e`ssim avaluat en les arrels d’un polinomi
coincideix, llevat de signe, amb el coeficient k-e`ssim del polinomi.
Per tal de contrastar les distribucions que obtindrem de corbes i de subgrups de USp(2g)
cal cone`ixer exactament la successio´ de moments dels polinomis sime`trics. Aquest ca`lcul es
pot realitzar per sk en els subgrups que definirem posteriorment. I utilitzant el ca`lcul de sk
es pot realitzar el ca`lcul de ak. Per a USp(4) obtenim que la successio´ de moments de s1 e´s
1, 0, 1, 0, 3, 0, 14, 0, 84, 0, 594, 0, 4719, . . .
Aquesta successio´ e´s la successio´ A138349 de la OEIS, The On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences.
Si considerem USp(2g) llavors podem calcular, utilitzant diversos resultats te`cnics, la
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successio´ de moments associada a sk. A me´s tambe´ es compleix la segu¨ent proposicio´, la qual
limita el volum de ca`lculs a realitzar.
Proposicio´ 5.2.3. Per tot k > 2g les successions de moments de sk so´n iguals.
Aix´ı doncs e´s suficient calcular les distribucions sk per k ≤ 2g+1. Tambe´ es pot comprovar
que si k e´s senar llavors M [sk](n), el moments n-e`ssim de sk, e´s sempre zero per n senar. Els
ca`lculs de la successio´ de moments es limiten als primers 8 termes de M [X], el qual permet
distingir entre distribucions.
A l’hora de realitzar els ca`lculs tambe´ es interessant la segu¨ent proposicio´, segons la qual
es pot calcular amb suficient confianc¸a el l´ımit definit en 5.2.2.
Proposicio´ 5.2.4. Sigui V un espai vectorial finit sobre C. Sigui X la variable aleato`ria
definida al avaluar un polinomi sime`tric amb coeficients enters en les arrels d’una matriu
aleato`ria d’un subgrup compacte de GL(V ) distribu¨ıt respecte la mesura de Haar. Llavors
E[Xn] ∈ Z per tots els enters positius n.
Utilitzant 5.2.2, 5.2.3 i 5.2.4 es pot estudiar nume`ricament la distribucio´ de sk i ak de
manera eficient.
A part de les diverses successions de moments tambe´ e´s interessant el ca`lcul de la proba-




on z(C,N) e´s la proporcio´ de primers p ≤ N tal que Lp(T ) te´ trac¸a zero.
Presentem els resultats nume`rics per corbes obtinguts a [10]. En primer terme es realitza
un estudi per corbes el.l´ıptiques, confirmant els resultats teo`rics. A me´s tambe´ es comprova la
conjectura per a corbes amb reduccio´ purament additiva, e´s a dir sense reduccio´ multiplicativa,
sense obtenir cap resultat nume`ric que no s’ajusti a la conjectura 4.2.4.
Posteriorment, tot i que els resultats presentats permeten el ca`lcul per corbes de ge`nere
arbitrari nome´s e´s computacionalment efectiu el ca`lcul per corbes de ge`nere 2. Aix´ı doncs
considerarem, a no ser que s’especifiqui d’altra manera, que totes les corbes so´n corbes sobre
Q no singulars de ge`nere 2.
Per al ca`lcul de les distribucions de les corbes es consideren les corbes de la forma
y2 = x5 + f4x
4 + f3x
3 + f2x
2 + f1x+ f0
amb coeficients enters f0, . . . , f4 distribu¨ıts uniformement en l’interval [−263 + 1, 263 − 1]. El
resultat d’aquest estudi es que totes les corbes considerades tenen com a distribucio´ la mesura
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# z(C) M2 M4 M6 M8 f(x)
1 0 1 3 14 84 x5 + x+ 1
2 0 2 10 70 588* x5 − 2x4 + x3 + 2x− 4
3 0 2 11 90 888* x5 + 20x4 − 26x3 + 20x2 + x
4 0 2 12 110 1203* x5 + 4x4 + 3x3 − x2 − x
5 0 4 32 320 3581* x5 + 7x3 + 32x2 + 45x+ 50
6 1/6 2 12 100 979* x5 − 5x3 − 5x2 − x
7 1/4 2 12 100 1008* x5 + 2x4 + 2x2 − x
8 1/4 2 12 110 1257* x5 − 4x4 − 2x3 − 4x2 + x
9 1/2 1 5 35 293* x5 − 2x4 + 11x3 + 4x2 + 4x
10 1/2 1 6 55 601* x5 − 2x4 − 3x3 + 2x2 + 8x
11 1/2 2 16 160 1789* x5 + x3 + x
12 1/2 2 18 220 3005* x5 − 3x4 + 19x3 + 4x2 + 56x− 12
13 1/2 4 48 640 8949* x6 + 1
14 7/12 1 6 50 489* x5 − 4x4 − 3x3 − 7x2 − 2x− 3
15 7/12 2 18 200 2446* x6 + 2
16 5/8 1 6 50 502* x5 + x3 + 2x
17 5/8 2 18 200 2515* x5 − 10x4 + 50x2 − 25x
18 3/4 1 8 80 894* x5 − 2x3 − x
19 3/4 1 9 100 1222* x5 − 1
20 3/4 1 9 110 1501* 11x6 + 11x3 − 4
21 3/4 2 24 320 4474* x5 + x
22 13/16 1 9 100 1254* x5 + 3x
23 7/8 1 12 160 2237* x5 + 2x
Taula 5.1: Aquesta taula e´s la taula 11 de [10]. Pels ca`lculs s’han utilitzat els primer menors
a N = 226. La columna z(C) e´s la densitat de traces nul.les. El valor Mi e´s el moment i-e`ssim
de a1. L’asterisc indica que les aproximacions obtingudes poden no ser els valors correctes. La
u´ltima columna e´s un exemple de corba de ge`nere 2 de la forma y2 = f(x) amb la distribucio´
corresponent.
de Haar de USp(4), e´s a dir, tenen imatge de Galois gran. Aquest resultat comprova que
triada una corba aleato`riament el me´s probable es que tingui imatge de Galois gran.
Per obtenir altres distribucions es redueix l’interval on es prenen els coeficients. Es calcula
la distribucio´ de totes les corbes de la forma y2 = f(x) amb f(x) mo`nic de grau 5 amb
coeficients enters en l’interval [−64, 64] i f(x) de grau 6 amb els coeficients enters en l’interval
[−16, 16].
A partir dels ca`lculs realitzats s’obtenen 22 distribucions diferents a la distribucio´ de corbes
amb imatge de Galois gran. Per comprovar aquests resultats tambe´ es realitza el ca`lcul per
corbes ja considerades en diverses publicacions obtenint que la distribucio´ de totes elles e´s
una de les 23 ja calculades. Els resultats queden resumits en la taula 5.1 on es descriuen els
resultats obtinguts en [10].
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5.2.2 Ca`lcul de la distribucio´ de corbes
Un cop calculades les possibles distribucions que es poden obtenir per a corbes de ge`nere 2
estudiem les successions de moments de la mesura de Haar d’alguns subgrups de USp(4).
L’objectiu e´s trobar per cada distribucio´ de la taula 5.1 un grup compacte infinit amb la
mateixa successio´ de moments.
Veiem com constru¨ım aquests subgrups compactes de USp(4). Recordem que per a corbes
el.l´ıptiques la distribucio´ d’una corba el.l´ıptica E esta` determinada per l’estructura de End(E).
E´s natural doncs esperar que la distribucio´ d’una corba C de ge`nere 2 tambe´ depengui, en
major o menor mesura, d’End(C). Si es considera una corba C amb jacobiana igual al
producte de dues corbes el.l´ıptiques E1 i E2 e´s natural esperar que la distribucio´ de C depengui
de les distribucions de E1 i E2.
Suposem que E1 i E2 no so´n isoge`nies, el qual es pot interpretar com que les distribucions de
E1 i E2 no estan correlacionades. Llavors te´ sentit pensar que la distribucio´ de C e´s el producte
de distribucions. Tenint present el concepte anterior constru¨ım els segu¨ents grups a partir
dels grups de distribucio´ de corbes el.l´ıptiques. Denotem G1 = USp(2) i G2 = N(SO(2)), els
quals so´n els possibles grups de distribucio´ d’una corba el.l´ıptica.






A ∈ Gi, B ∈ Gj
}
.
Observem que G2 ×G1 e´s conjugat a G1 ×G2 i per tant defineixen una distribucio´ equi-
valent. Podem calcular la successio´ de moments d’aquests grups utilitzant les successions de
moments de G1 i G2, que podem calcular directament. Obtenim que la successio´ M [a1] de
G1 e´s
1, 0, 1, 0, 2, 0, 5, 0, 14, 0, 42, . . .
on el terme (2n)-e`ssim e´s el n-e`ssim nombre de Catalan. (A000108)
Tambe´ podem veure que M [a1] de G2 e´s
1, 0, 1, 0, 3, 0, 10, 0, 35, 0, 126, . . .






Podem calcular la successio´ M [a1] de Gi × Gj com la convolucio´ de les successions de
moments M [a1] de Gi i Gj .
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En la segu¨ent taula es calculen els primers moments parells de a1 dels grups Gi ×Gj . Els
moments senars so´n sempre 0.
Gi ×Gj M2 M4 M6 M8 M10
G1 ×G1 2 10 70 588 5544
G1 ×G2 2 11 90 889 9723
G2 ×G2 2 12 110 1260 16002
E´s senzill calcular el nombre de component connexes i la proporcio´ d’elements amb trac¸a
nul.la de Gi ×Gj a partir dels resultats coneguts sobre Gi i Gj .
Per construir altres subgrups compactes de USp(4) considerem una corba C de manera
que la seva jacobiana sigui el producte de dues corbes isoge`nies E1 i E2. Per exemple podem
considerar E2 isomorfa a E1.









I si E2 sigui un twist de E1, podem consultar [26] per la definicio´ de twist d’una corba










Aquesta u´ltima construccio´ es pot generalitzar per a obtenir altres grups. Sigui G = G1
(respectivament G2) un subgrup compacte de USp(2). Sigui G
∗ el subgrup de U(2), el grup de
matrius unita`ries, obtingut al estendreG per escalars i prenent el subgrup format pels elements
que tenen com a determinant una arrel k-e`ssima de la unitat, on k e´s un enter positiu fixat.
De fet nome´s considerarem arrels de la unitat definides sobre extensions quadra`tiques de Q,
i per tant k ∈ {1, 2, 3, 4, 6}.
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MA e´s unita`ria simple`ctica, e´s a dir, MA ∈ USp(4). Definim H com el grup de matrius
MA amb A ∈ G∗. Podem comprovar que, com a grup topolo`gic, H te´ k (resp. 2k) components
connexes i que H e´s compacte. A me´s la component connexa de la identitat e´s isomorfa a
USp(2) (resp. SO(2)).
Tot element A ∈ G∗ es pot escriure com ωjA0 amb A0 ∈ G, ω una arrel primitiva 2k-e`ssima
de la unitat i 1 ≤ j ≤ k. Utilitzant que tr(A0) = tr(A0) obtenim
tr(MA) = tr(A) + tr(A) = ω
jtr(A0) + ω
−jtr(A0) = (ωj + ω−j)tr(A0).










n] e´s l’esperanc¸a sobre H i E[tr(A0)
n] sobre G.
El terme E[tr(A0)
n] e´s el terme n-e`ssim de la successio´ de moment M [a1] de G que ja hem
calculat anteriorment. Suposant n parell podem calcular el terme entre pare`ntesis directament
com
2n, 2n/2, (2n + 2)/3, (2n + 2n/2+1)/4, (2n + 2 · 3n/2 + 2)/6,
per k = 1, 2, 3, 4, 6 respectivament.
Podem calcular z(H), la proporcio´ d’elements de H amb trac¸a nul.la, obtenint que per k
senar z(H) e´s 0 (resp. 1/2) i per k parell z(H) e´s 1/k (resp. 1/k+1/2).
Definicio´ 5.2.9. Segons la construccio´ anterior definim Hki com el grup H constru¨ıt anteri-
orment considerant G = Gi i k.
D’aquesta manera obtenim 10 subgrups compactes propis de USp(4) amb distribucions
diferents. Aix´ı doncs, considerant els productes directes i el grup total obtenim 14 distribu-
cions diferents. Recordem pero` que en el ca`lcul de les distribucions de corbes de ge`nere 2 es
distingeixen 23 distribucions diferents i per tant ens cal considerar me´s grups. Per analogia
al cas de corbes el.l´ıptiques considerem









H te´ ı´ndex 2 en J(H) i tots els elements que no so´n de H tenen trac¸a nul.la. Per tant la
successio´ de moments de M [a1] de J(H) e´s la meitat de la successio´ M [a1] de H. Aquestes
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construccions ens permet definir 10 subgrups compactes me´s. Podem comprovar pero` que les
distribucions de H2i i J(H
1
i ) so´n iguals, i per tant no considerarem J(H
1
i ). Obtenim aix´ı 22
distribucions diferents.
Com que H1i e´s exactament Hi i les distribucions de H
2
i e´s igual a la de H
−
i , tot i que







Finalment definim J(G1 ×G1) i J(G2 ×G2) de forma ana`loga. El grup J(G2 ×G2) e´s el
normalitzador de SO(2)× SO(2) en USp(4) i te´ 8 components connexes. Considerem llavors
un subgrup K de J(G2 × G2) d’´ındex 2 no conjugat de (G2 × G2). Observem que K esta`
determinat per les propietat que la component connexa de la identitat e´s SO(2) × SO(2) i
que el grup de components e´s c´ıclic d’ordre 4.
Podem veure el ca`lcul de la successio´ de moments i de z(H) pels grups definits anteriorment
en la taula 5.2. Contrastant amb els resultats de la taula 5.1 podem comprovar que com les
distribucions dels grups constru¨ıts so´n les distribucions obtingudes per a corbes. Els u´nics
dos grups que segons aquests ca`lculs no so´n grups de distribucio´ de cap corba so´n J(H62 ) i
J(G2 ×G2). En [10] es descriuen possibles raonaments teo`rics per a explicar aquest fet.
Els resultats presentats permet conjecturar que si C e´s una corba amb distribucio´ nu´mero
n de la taula 5.1 llavors C esta` distribu¨ıda respecte el grup H nu´mero n de la taula 5.2.
Aquesta conclusio´ es reforc¸a a partir del ca`lcul de la successio´ M [a2], obtenint una igualtat
entre els primers valors de les successio´ de moments de la corba i del grup H. A me´s tambe´
es realitzen els ca`lculs restringits a cada una de les components connexes dels grups i tambe´
s’aproxima la dimensio´ d de la taula 5.2 a partir de la corba. En tots aquests ca`lculs els
resultats nume`rics coincideixen amb els resultats teo`rics esperats. Podem trobar tots aquests
ca`lculs en [10].
Els resultats presentats permeten plantejar la segu¨ent conjectura, descrivint la conjectura
4.2.4 per a corbes de ge`nere 2.
Conjectura 5.2.11 (Kedlaya-Sutherland). Sigui C una corba algebraica no singular sobre
Q de ge`nere 2. Llavors la successio´ (θv,1, . . . , θv,g)v∈Σ esta` equidistribu¨ıda en [0, pi]g respecte
la mesura h∗(µH) d’un dels 23 subgrups H llistats a la taula 5.2. Per la majoria de corbes
aquest grup e´s USp(4).
A me´s, en [10] els autors tambe´ conjecturen que donada una corba C, el grup de distribucio´
de la taula 5.2 e´s HC .
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# H d c(H) z(H) M2 M4 M6 M8 M10
1 USp(4) 10 1 0 1 3 14 84 594
2 G1 ×G1 6 1 0 2 10 70 588 5544
3 G1 ×G2 4 2 0 2 11 90 889 9723
4 H31 3 3 0 2 12 110 1204 14364
5 H1 3 1 0 4 32 320 3584 43008
6 H61 3 6 1/6 2 12 100 980 10584
7 H41 3 4 1/4 2 12 100 1008 11424
8 G2 ×G2 2 4 1/4 2 12 110 1260 16002
9 J(G1 ×G1) 6 2 1/2 1 5 35 294 2772
10 J(H31 ) 3 6 1/2 1 6 55 602 7182
11 H−1 3 2 1/2 2 16 160 1792 21504
12 H32 1 6 1/2 2 18 220 3010 43092
13 H2 1 2 1/2 4 48 640 8960 129024
14 J(H61 ) 3 12 7/12 1 6 50 490 5292
15 H62 1 12 7/12 2 18 200 2450 31752
16 J(H41 ) 3 8 5/8 1 6 50 504 5712
17 H42 1 8 5/8 2 18 200 2520 34272
18 J(H−1 ) 3 4 3/4 1 8 80 896 10752
19 K 2 4 3/4 1 9 100 1225 15876
20 J(H32 ) 1 12 3/4 1 9 110 1505 21546
21 H−2 1 4 3/4 2 24 320 4480 64512
22 J(H42 ) 1 16 13/16 1 9 100 1260 17136
23 J(H−2 ) 1 8 7/8 1 12 160 2240 32256
* J(G2 ×G2) 2 8 5/8 1 6 55 630 8001
* J(H62 ) 1 24 19/24 1 9 100 1225 15876
Taula 5.2: Aquesta taula e´s la taula 13 de [10]. Per cada grup H s’indica la distribucio´ #
segons la taula 5.1, la dimensio´ real d, i el nombre de components connexes c(H). La columna
z(H) e´s la proporcio´ de traces nul.les en H. El valor Mi e´s el moment i-e`ssim de a1. Els dos
u´ltims grups so´n els u´nics que no so´n grups de distribucio´ de cap corba.
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5.3 Depende`ncia de l’anell d’endomorfismes
La conjectura 5.2.11 particularitza la conjectura 4.2.4 per corbes de ge`nere 2 descrivint la
mesura µC associada a la corba C com h∗(µH), per algun grup H de la taula 5.2. E´s natural
preguntar-se com podem determinar aquest grup H. Els ca`lculs realitzats en [10] perme-
ten donar una primera aproximacio´ a partir de l’estructura de l’anell d’endomorfismes. Per
presentar els resultats revisem el teorema de classificacio´ 4.1.1 per corbes de ge`nere 2.
Sigui C una corba de ge`nere 2 amb Jacobiana simple. A partir de 4.1.1 podem obtenir la
segu¨ent classificacio´ d’End0(C):
Tipus I: La restriccio´ e0|g implica que nome´s es pot donar e0 = 1 o 2. Aquests dos casos
so´n possibles. El Tipus I(1) e´s el cas trivial i s’obte´ End(C) = Z, tambe´ direm que la
corba te´ ZM. En el Tipus I(2) obtenim que End0(C) e´s una extensio´ quadra`tica real de
Q i direm que la corba te´ RM.
Tipus II: La restriccio´ 2e0|g implica que nome´s es pot donar el Tipus II(1). Aquest cas pot
donar-se i End0(C) e´s una a`lgebra de quaternions sobre Q, direm que la corba te´ QM.
Tipus III: Nome´s e´s possible el Tipus III(1), tot i aixo` no pot existir cap corba de manera
que la seva Jacobiana sigui del Tipus III(1). Aquest resultat e´s un teorema no trivial,
el qual no exposarem.
Tipus IV: La restriccio´ e0d
2|g implica que nome´s es pot donar d = 1 i e0 = 1 o 2. D’aquests
dos casos nome´s es dona el Tipus IV(2,1). En aquest cas End0(C) e´s un cos qua`rtic de
multiplicacio´ complexa i direm que la corba te´ CM.
Recordem que donada una extensio´ finita K de Q l’u´nic que podem dir sobre End0K(C)
e´s que e´s una suba`lgebra de End0(C).
En [10] els autors especulen, basats en els resultats nume`rics obtinguts sobre una gran
varietat de corbes, les segu¨ents relacions entre l’estructura de la Jacobiana i la distribucio´ de
la corba:
• Totes les distribucions, excepte la #1 i la #19, es poden donar per a corbes amb jacobia-
na no simple. Per a corbes amb jacobiana simple nome´s poden donar-se les distribucions
#1, #2, #11 i #19 tal i com descrivim a continuacio´.
• La distribucio´ #1 es dona nome´s per a corbes amb ZM, e´s a dir, per a corbes amb
imatge de Galois gran.
• Per a corbes amb RM nome´s es pot donar la distribucio´ #2. Aquesta distribucio´ tambe´
es dona per a corbes tal que la jacobiana descomposi com el producte de dues corbes
el.l´ıptiques sense CM no isoge`nies.
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• Per a corbes amb QM nome´s es pot donar la distribucio´ #11. Aquesta distribucio´ tambe´
es dona per a corbes amb jacobiana isoge`nia al producte d’una corba el.l´ıptiques sense
CM i un twist de la corba.
• La distribucio´ #19 es dona nome´s per a corbes amb CM.
Aix´ı doncs, per a corbes amb Jacobiana simple, tenim una possible descripcio´ de la dis-
tribucio´ de la corba. Observem pero` que totes les corbes C amb QM considerades en [10]
compleixen
• End0L(C) = End0Q(C) on L e´s una extensio´ quadra`tica de Q.
• End0Q(C) e´s una extensio´ quadra`tica de Q.
No totes les corbes QM tenen les propietats anteriors i per tal d’ampliar l’estudi realitzat









x4 + 14x3 − 1519
30




Segons es demostra en [2], D e´s una corba no singular de ge`nere 2 amb les segu¨ent propi-
etats:
• End0L(D) = End0Q(D) on L = Q(
√−6,√−14).
• End0Q(√−14)(D) = Q(
√
2).
• End0Q(√21)(D) = Q(
√
3).
• End0Q(√−6)(D) = Q(
√−6).
• EndQ(D) = Z.
L’estructura dels endomorfismes de D i la de les corbes amb QM de [10] e´s doncs clarament
diferent. Estudiem la distribucio´ de D, que segons la classificacio´ anterior ha de ser #11. El
ca`lcul de la distribucio´ necessita d’algorismes espec´ıfics per tal de poder realitzar els ca`lculs
de manera efectiva. Per aquest motiu agra¨ım el suport d’Andrew V. Sutherland, membre
del departament de matema`tiques del Massachusetts Institute of Technology, per realitzar els
ca`lculs necessaris utilitzant els algorismes desenvolupats en [11].
Per tal de poder realitzar els ca`lculs es considera el segu¨ent model amb coeficients enters
de D,
y2 = 9960x6 + 50400x5 − 147420x4 + 352800x3 − 692370x2 + 617400x− 190365
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N z(D) M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8
210 0.804 0.089 0.917 0.709 7.264 6.066 69.299 53.936 722.786
211 0.787 0.052 0.857 0.306 6.492 1.762 62.840 3.097 682.179
212 0.779 0.073 0.879 0.458 7.035 3.962 72.702 40.477 851.647
213 0.765 0.001 0.945 -0.175 7.706 -2.730 79.503 -38.333 922.307
214 0.763 0.009 0.931 -0.146 7.398 -2.425 73.681 -33.492 820.732
215 0.759 0.006 0.947 -0.042 7.595 -0.790 76.167 -11.106 854.168
216 0.760 0.004 0.947 -0.082 7.543 -1.236 75.315 -16.240 841.787
217 0.755 -0.003 0.966 -0.102 7.658 -1.396 76.253 -18.158 852.224
218 0.753 -0.001 0.966 -0.055 7.577 -0.765 74.810 -10.095 831.420
219 0.752 -0.007 0.990 -0.090 7.850 -1.085 77.963 -13.901 869.332
220 0.752 -0.005 0.995 -0.070 7.916 -0.843 78.681 -10.417 876.966
221 0.752 -0.002 0.998 -0.042 7.963 -0.553 79.336 -7.304 885.108
222 0.751 -0.002 0.999 -0.028 7.967 -0.354 79.293 -4.455 883.291
223 0.751 -0.002 0.998 -0.020 7.976 -0.257 79.559 -3.397 887.934
Taula 5.3: Per cada valor N es calcula una aproximacio´ de z(D) i el valor del moment i-e`ssim
Mi pels primers menors a N on la corba te´ bona reduccio´.
obtingut a partir de (x, y)→ (x, y/60). Els resultats nume`rics es resumeixen en la taula 5.3.
Comparant aquests resultats amb la taula 5.2 podem assumir que la corba D segueix la
distribucio´ #18. En la figura 5.1 es pot observar la difere`ncia entre les distribucions #11 i
#18.
Figura 5.1: Comparacio´ entre les distribucions #11 i #18. A l’esquerra veiem una aproximacio´
de la distribucio´ #11 utilitzant la corba y2 = x5 + x3 + x i a la dreta una aproximacio´ de la
distribucio´ #18 utilitzant la corba D. En ambdo´s casos els resultats so´n pels primers menors
a N = 223.
Per tant les corbes amb QM no tenen una mateixa distribucio´ µ. Aix´ı doncs no podem
esperar trobar una classificacio´ de les distribucions associades a les corbes de ge`nere 2 con-
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Cap´ıtol 6
Conclusions
L’estudi anterior ens permet refinar la classificacio´ proposada en [10]. Tot i aix´ı, per tal de
poder extreure conclusions me´s so`lides seria necessari realitzar un estudi me´s ampli considerant
altres corbes amb QM.
Per una banda podem plantejar un estudi un estudi nume`ric per a obtenir me´s informacio´
sobre la distribucio´ de les corbes de ge`nere 2. Seria necessari doncs considerar corbes de
manera que l’estructura dels endomorfismes tingui propietats similars a la corba D definida
anteriorment.
Tambe´ podr´ıem plantejar un estudi teo`ric, amb l’objectiu d’explicar perque` cal considerar
End0K(C), per extensions finites K|Q, per descriure la distribucio´ de la corba C.
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